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Résumé

Les systémes complexes se caractérisent par ’émergence de phénoménes macroscopiques qui
ne s’expliquent pas uniquement par les propriétés de leurs composantes de base. La synchroni-
sation est I'un de ces phénomeénes par lequel les interactions entre des oscillateurs engendrent
des mouvements collectifs coordonnés. Une représentation sous forme de graphe permet de mo-
déliser précisément les interactions, alors que les oscillations se décrivent par des dynamiques
non linéaires. Etant donné le lien subtil entre le graphe et la dynamique des oscillateurs, il est

difficile de prédire ’émergence de la synchronisation.

L’objectif de ce mémoire est de développer de nouvelles méthodes pour simplifier les systémes
complexes d’oscillateurs afin de révéler les mécanismes engendrant la synchronisation. A cette
fin, nous introduisons des notions de la théorie des graphes et des systémes dynamiques pour
définir la synchronisation sur des bases mathématiques. Nous présentons ensuite des approches
existantes sophistiquées pour réduire la dimension de dynamiques d’oscillateurs. Ces tech-
niques sont toutefois limitées lorsque les dynamiques évoluent sur des graphes plus complexes.
Nous développons alors une technique originale—spécialement adaptée pour les graphes aux
propriétés plus hétérogénes—pour réduire la dimension de dynamiques non linéaires. En plus
de généraliser des approches récentes, notre méthode dévoile plusieurs défis théoriques reliés a
la simplification d’un systéme complexe. Entre autres, la réduction de la dimension du systéme
se bute a une trichotomie : il faut favoriser la conservation des paramétres dynamiques, des
propriétés locales du graphe ou des propriétés globales du graphe. Finalement, notre méthode
permet de caractériser mathématiquement et numériquement 1’émergence d’états exotiques de

synchronisation.
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Abstract

Complex systems are characterized by the emergence of macroscopic phenomena that cannot
be explained by the properties of their basic constituents. Synchronization is one of these phe-
nomena in which the interactions between oscillators generate coordinate collective behaviors.
Graphs allow a precise representation of the interactions, while nonlinear dynamics describe
the oscillations. Because of the subtle relationship between graphs and dynamics of oscillators,

it is challenging to predict the emergence of synchronization.

The goal of this master’s thesis is to develop new methods for simplifying complex systems
of oscillators in order to reveal the mechanism causing synchronization. To this end, we in-
troduce notions of graph theory and dynamical systems to define synchronization on sound
mathematical basis. We then present existing sophisticated approaches for reducing the di-
mension of oscillator dynamics. Yet, the efficiency of these techniques is limited for dynamics
on complex graphs. We thus develop an original method—specially adapted for graphs with
heterogeneous properties—for reducing the dimensions of nonlinear dynamics. Our method
generalizes previous approaches and uncovers multiple challenges related to the simplification
of complex systems. In particular, the dimension reduction of a system comes up against a
trichotomy: one must choose to conserve either the dynamical parameters, the local properties
of the graph, or the global properties of the graph. We finally use our method to characterize

mathematically and numerically the emergence of exotic synchronization states.
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Notation, abréviations et symboles

Dans ce mémoire, nous introduisons plusieurs symboles mathématiques dont la signification
peut dépendre du contexte. Nous précisons donc généralement la définition des symboles dans
le texte. Malgré tout, afin d’éviter des ambiguités, nous utilisons les prochaines pages pour

définir certaines notations et abréviations en plus d’énumérer les principaux symboles utilisés.

Notation

Un vecteur d'un espace vectoriel & N dimensions (ex. RYV) est noté par une lettre minuscule

en caractére gras. Par exemple,

T
’U:<1)1 (%) UN> 5

o v; est la j-iéme composante du vecteur et T est la transposition matricielle. La conjugaison
hermitienne est notée T. L’élément (i, j) d’une matrice A est noté A;;. Dans les démarches

* signifie un point d’équilibre. Les matrices

reliées aux systémes dynamiques, un astérisque
sont notées par des lettres majuscules, sauf quelques exceptions. Dans la mesure du possible,
les ensembles sont écrits dans d’autres calligraphies ou avec une lettre majuscule. Une moyenne
arithmétique ou 'espérance sur tout x € X est notée ()x ou (),. L’espérance sur un ensemble
de graphes est notée E[]. Un intervalle réel est noté [a,b], un uplet (ou une suite) est noté

(a,b,...) et un ensemble est noté {a,b,...}.

Abréviations
SBM Stochastic Block Model.
ERGM Exponential Random Graph Model.
OA Ott-Antonsen.
DART Dynamics Approximate Reduction Technique.
MSE Mean-squared error.
RMSE Root Mean-squared error.
NMF Nonnegative matrix factorization.
SNMF Semi-nonnegative matrix factorization.
ONMF Orthogonal nonnegative matrix factorization.
CNMF Convex nonnegative matrix factorization.
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Symboles généraux

Ensembles
N Ensemble des naturels incluant 0.
Z Ensemble des entiers.
R Ensemble des réels.
C Ensemble des complexes.
T! 1-tore, c’est-a-dire le cercle unité.

T N-tore Tt x ... x TL.
D! Disque unité.

ck Ensemble des fonctions dont la dérivée d’ordre k& € N existe et est continue.

Opérations et relations

o

Composition de fonctions.

X Produit cartésien.

# Cardinalité.

~ Relation d’équivalence.

~ Isomorphisme.

C Inclusion.
Constantes

m  Pi(3.14159...).
e Constante d’Euler ou nombre de Néper (2.71828...).

1 Nombre imaginaire (1/—1) ou indice, dépendant du contexte.

Chapitre 1 :

Lien entre la structure et la dynamique des systémes complexes

Structure
g Graphe, aussi nommé réseau.
v Ensemble des sommets.
& Ensemble des arétes.
N Nombre de sommets d’un graphe.



M Nombre d’arétes d’un graphe.

A Matrice d’adjacence d’un graphe.

Ajj Elément (4,7) de la matrice d’adjacence.
) Observable structurelle.

k; Degré du sommet 1.

0i Voisinage du sommet 3.

i i-iéme valeur propre de A.

M(N) Multiplicité d’une valeur propre .

p(N) Densité spectrale.

Q

Graphe aléatoire.

2

Univers d’un graphe aléatoire.

2
S

Univers d’une matrice d’adjacence aléatoire.
Fonction de probabilité.

Entropie de Shannon.

Fonction de partition.

Multiplicateur de Lagrange.

Fonction de Lagrange.

Nombre de communautés d’un graphe.
Partition des sommets d’un graphe.

p-iéme bloc d’un graphe.

Nombre de sommets (ou cardinal) de B,,.

%EZEDJ&QNQNmﬁ

Surjection de V vers {1, ..., q}.

Dynamique
t Nombre réel représentant le temps.
T Intervalle réel de temps.
z Espace des états.
F Champ vectoriel.
T Etat dynamique.
Yy Trajectoire.
T Ensemble des paramétres.
10) Fonction d’évolution temporelle.
Oz, Orbite de la dynamique débutant en xg.
JF Matrice jacobienne du champ vectoriel F'.
C Cycle limite.
B(C) Bassin d’attraction de C.
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Observable dynamique.

Fonction de phase.

Phase.

Observable macroscopique de synchronisation de phase.

Observable macroscopique de phase.

Observable macroscopique complexe de TN — D!

Observable mésoscopique de synchronisation de phase du p-ieme bloc B,,.

Observable mésoscopique de phase du p-iéme bloc B,,.

tNt*e*t:UN*@bd%%@

Observable mésoscopique complexe de TN+ — D! du p-iéme bloc B,.

Chapitre 2 :

Réduction dimensionnelle et dynamiques de phase

S} Fonction de phase asymptotique.

A Isochrone.

S Fonction de sensibilité.

0; Trajectoire de l'oscillateur j.

H Fonction 27-périodique d’interaction entre les phases.

Ojk Constante de couplage entre les oscillateurs j et k.

Qi Déphasage entre les oscillateurs j et k.

O Variable aléatoire de phase au temps t.

PO, Densité de probabilité de ©y.

wj Fréquences naturelles du j-iéme oscillateur.

Qw) Densité de probabilité de la variable aléatoire continue réelle w
dont les résultats sont des fréquences naturelles.

L, m-iéme observable de Kuramoto-Daido (N < o0).

z m-iéme coeflicient de Fourier de pg, et observable de Kuramoto-Daido
continue dépendant des fréquences.

Zm m-iéme observable de Kuramoto-Daido continue.

D Fonction bijective, analytique sur D et rationnelle linéaire (de Mobius).

zZ Observable complexe sur D.

p Module de z.

v Argument de Z.

% Angle de rotation global.

w; j-iéme constante du mouvement de la dynamique de Kuramoto.
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Chapitre 3 :
DART : une réduction dimensionnelle ciblée pour les

dynamiques sur des graphes

N Nombre de sommets et dimension du systéme dynamique complet.
n Dimension du systéme dynamique réduit.
0; Phase de l'oscillateur j.
o Couplage entre chaque oscillateur.
« Déphasage entre chaque oscillateur.
Fonctions 27-périodiques décrivant
UL la dynamique intrinséque des oscillateurs.
h Fonction 2m-périodique d’interaction entre les oscillateurs.
FG Fonctions holomorphes complexes décrivant
la dynamique intrinséque des oscillateurs.
H Fonction holomorphe d’interaction entre les oscillateurs.
Zy, p-iéme observable complexe mésoscopique.
O, Sous-ensemble de sommets impliqués dans I’observable Z,,.
M Matrice de réduction n x NN.
wj Parameétre dynamique de 'oscillateur j.
%4 Matrice diagonale des paramétres dynamiques (réelle et N x N).
K Matrice diagonale des degrés (réelle et N x N).
A Matrice d’adjacence (réelle et N x N).
W Matrice réduite des paramétres dynamiques (réelle et n x n).
K Matrice réduite des degrés (réelle et n x n).
A Matrice réduite d’adjacence (réelle et n x n).
Q, Parametre dynamique moyen pondéré par M.
Ky Degré moyen pondéré par M,;.
Daq Matrice diagonale des paramétres dynamiques moyens pondérés.
Dy Matrice diagonale des degrés moyens pondérés.
\% Matrice des vecteurs propres de W, K ou A.
C Matrice de coefficients.
T 1,15, T3 Matrices cibles parmi W, K et A.
d Distance provenant de la norme de Frobenius normalisée.
Somme du nombre maximum d’arétes dans chaque communauté
B du SBM divisée par le nombre maximum d’arétes possible.
) Probabilité qu’un sommet soit connecté
in

a4 un autre sommet dans la méme communauté.
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Probabilité qu’un sommet soit connecté

a un autre sommet dans une autre communauté.

Densité du SBM a deux blocs, 8pin + (1 — 8)pout -

Différence entre pi, et pout pour un SBM a deux blocs.
Elément de l'espace densité du SBM.

Fraction N7/No.

Taille de la région des chiméres dans I'espace densité du SBM.
Taille de la région des chimeéres selon

le déphasage « pour la double étoile.
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...il me sembloit ne pouvoir faire
plus grande faveur & mon esprit,
que de le laisser en pleine

oysiveté [...] Mais je trouve,

variam semper dant otia mentem,
[toujours l'oysiveté fait

lesprit inconstant (Lucain)]

qu’au rebours faisant le cheval
eschappé, ['esprit] se donne cent
fois plus de carriere &
soy-mesmes, qu’il ne prenoit pour
autruy : et m’enfante tant de
chimeres et monstres fantasques
les uns sur les autres, sans ordre,
et sans propos, que pour en
contempler & mon ayse l'ineptie
et lestrangeté, j’ay commencé de
les mettre en rolle : esperant avec
le temps, luy en faire honte a luy

mesmes.

Montaigne

De I'Oysiveté, Les Essais
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Avant-propos

Le chapitre 3 de ce mémoire contient I’article Threefold way to the dimension reduction
of dynamics on networks : an application to synchronization. L’auteur de ce mémoire
est le premier auteur de l'article : il a congu les idées originales de recherche, il a réalisé
les démarches mathématiques, il a réalisé I’entiéreté des simulations numériques menant aux

figures et il a rédigé article.

Les coauteurs Guillaume St-Onge, Louis J. Dubé et Patrick Desrosiers ont révisé 'article.
Guillaume St-Onge a également contribué a réaliser un travail exploratoire sur la synchro-
nisation explosive et certaines simulations numériques. De plus, Patrick Desrosiers a aidé a

développer les idées originales du projet et les preuves mathématiques.

Les résultats originaux de ’article ont été obtenus sur une période qui s’étend de I’hiver 2017
a 'hiver 2020. Ces résultats auraient potentiellement pu étre publiés dans deux articles : un
article méthodologique et un article appliqué. Il a toutefois été jugé plus attrayant au niveau

de I’échéancier et sur le plan scientifique d’en faire un seul article cohérent.

L’article a été accepté le 19 octobre 2020 dans le nouveau journal libre d’accés Physical Re-
view Research de 1’American Physical Society. L’article est disponible dans I’archive arXiv :
2005.10922.
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Introduction—De divers réductionnismes

Deux marcheurs discutent en se promenant le long d’un ravissant sentier forestier. Assis sur
un rocher tout prés, un ambitieux physicien se demande : « comment peuvent-ils s’échanger
leurs réflexions 7 ». Il pense alors a la propagation du son dans ’air, appareil auditif et
le cerveau qui jouent certainement des réles importants dans ces échanges. Mais quels sont
les mécanismes qui rendent possible le traitement d’informations dans leur cerveau? Il se
dit alors que des interactions compliquées entre plusieurs milliards de neurones participent
& ce traitement. Toujours insatisfait de cette réponse, il explore donc plus profondément le
sujet des interactions entre les neurones en réfléchissant aux protéines et aux molécules qui
participent aux réactions chimiques au sein des synapses. Heureux d’avoir ramené le tout a
la chimie, il se sent d’attaque pour utiliser son expertise en physique. Il fait ainsi appel & ses
connaissances de la thermodynamique pour expliquer les réactions chimiques, a la physique
statistique pour expliquer la thermodynamique et a la mécanique quantique pour expliquer la

physique statistique.

Le physicien peut-il désormais expliquer la discussion des marcheurs & ’aide de ses connais-
sances de la mécanique quantique? Ce genre de questionnement, par lequel on examine la
possibilité d’expliquer un phénoméne aprés ’avoir réduit & des phénomeénes considérés comme
plus élémentaires, fait 'objet de plusieurs débats chez les scientifiques [7, 165, 251] et les
philosophes [79, 130, 182, 204]. La question s’inscrit dans la thématique du réductionnisme
qui provient du latin reductio signifiant « action de ramener » [69]. Mais ramener quoi & quoi
et comment ? Cela dépend du type de réductionnisme. Ernst Mayr, un célébre biologiste de

I’évolution, distingue trois types de réductionnisme [164, 165] :

— Reéductionnisme constitutif : les organismes (ex. les marcheurs) sont composés exacte-
ment des mémes constituants (ex. les particules élémentaires) que la matiére inorganique
(ex. les minéraux d’un rocher). En extrapolant, le réductionnisme constitutif est un ré-
ductionnisme ontologique qui affirme que tout ce qui existe est constitué d’un certain
nombre restreint de constituants élémentaires [112, 220 ;

— Réductionnisme de théories : une théorie T' (ex. la thermodynamique) est réduite a une
autre théorie B (ex. la physique statistique) si toutes les lois de T' peuvent étre déduites
des lois de B [175, 182].

— Réductionnisme ezplicatif : la connaissance de ’ensemble des constituants (ex. les mo-

lécules) d’un systéme (ex. le cerveau) permet de comprendre le systéme complétement.



Le réductionnisme constitutif est normalement accepté en science [165], alors que les deux

autres générent bien des controverses.

L avec les réductions de

En physique, le réductionnisme théorique a connu un certain succés
la mécanique des corps solides & la mécanique des points, la thermodynamique & la physique
statistique et la gravitation de Newton a la relativité générale d’Einstein [175]. Ce succes est
toutefois plus limité en chimie et en biologie, sciences dans lesquelles les théories s’appliquent
& des systémes avec tant d’éléments en interaction qu’il est difficile de les réduire & des théories
plus élémentaires. Malgré tout, d’éminents physiciens ont publié des propos réductionnistes

trés audacieux concernant ces sciences.

En parlant des défis futurs de la mécanique quantique, Paul Dirac écrit que « les lois sous-
jacentes de la physique, nécessaire a la théorie mathématique d’une grande partie de la phy-
sique et de toute la chimie, sont complétement connues et la difficulté [restante| est seulement
dans ’application exacte de ces lois menant & des équations trop compliquées pour étre réso-
lues » [64]. Dans un élan similaire, Steven Weinberg ajoute qu’il y a « des fleches d’explications
scientifiques, qui traversent ’espace de toutes les généralisations scientifiques. Ayant décou-
vert plusieurs de ces fléches, nous pouvons désormais regarder le motif qui en émerge et ’'on
remarque une chose remarquable, peut-étre la plus grande découverte scientifique de toutes.
Ces fleches semblent converger vers une source commune! » [251]. Mayr critique fortement
ce genre d’affirmations de Weinberg dont la thése s’apparente au réductionnisme théorique
teinté de réductionnisme explicatif. Weinberg se dissocie cependant de ces réductionnismes
en introduisant le réductionnisme objectif qui est basé sur une intuition que les explications

scientifiques sont de plus en plus cohérentes entre elles [164, 165, 251, 252, 253].

Cette intuition est mise a I’épreuve lorsqu’elle est confrontée aux systémes complezes. Il n'y a
pas de consensus sur leur définition précise [43, 86|, mais certaines caractéristiques leur sont

fréquemment attribuées :

— Grand nombre de constituants en interaction [43, 250] ;

— Dynamique non linéaire : ’évolution temporelle des états des constituants et de leurs
interactions est dictée par des fonctions non linéaires [169, 230, 254] ;

— Structure hétérogéne et hiérarchique : assemblage compliqué de sous-systémes (ex. neu-
rones) qui sont eux-mémes constitués de sous-systémes (ex. molécules) [164, 176, 226] ;

— Adaptation : la structure et la dynamique du systéme se transforment selon I’environne-

ment ou le comportement du systéme [86, 110, 169].

Le tableau I contient des exemples de systémes complexes avec des éléments importants de

leur structure et de leur dynamique. Par un jeu subtil et souvent mystérieux entre la structure

1. Ce succés est cependant remis en question par Thomas Kuhn par exemple [130, Chapitre IX].



TABLEAU I — Des systémes complexes avec des éléments clés de leur structure et leur dynamique.

Systéme complexe Composantes structurelles

Variables dynamiques

Neurones Potentiel électrique
Cerveau Neurotransmetteurs Concentration de calcium
Connectome Ouverture des canaux ioniques
Animaux Taille des populations
Ecosystéme Végétaux Position géographique
Réseaux trophiques Biomasse
Humains Virus
Société Entreprises Argent
Réseaux sociaux Nouvelles
World Wide Web Pages Web Utiliﬁateurs .
Hyperliens Robot d’indexation

et la dynamique, il y a des phénoménes collectifs surprenants qui surviennent, aussi appelés

phénomenes émergents.

Un exemple spectaculaire de phénomeéne émergent est la synchronisation par laquelle les consti-
tuants d’un systéme ajustent leur mouvement pour osciller de maniére coordonnée. La syn-
chronisation survient entre les neurones du cerveau, les photons d’un laser et les lucioles. Dans
de telles situations, le phénomeéne est connu pour avoir un réle crucial dans la compréhension
de D'épilepsie, la génération d’une impulsion laser et la séduction des lucioles [229]. Sans in-
teraction, un constituant ne peut tout simplement pas se synchroniser : la synchronisation est

une propriété collective qui dépend de la force des interactions entre les constituants.

En ce sens, Philip Anderson dit : « More is Different », un phénoméne émergent est une
propriété de plus et collective du systéme qui posséde des propriétés différentes des consti-
tuants individuels [6]. Ce n’est toutefois pas la fin des réductionnismes. Les approches qui
réduisent finement un systéme en ses constituants et ses interactions sont essentielles pour
identifier les mécanismes microscopiques inconnus et possiblement cruciaux pour 1’émergence
d’un phénoméne collectif. C’est le cas par exemple des mécanismes moléculaires intervenant
dans 1’épilepsie [228]. Ces approches appartiennent au réductionnisme méthodologique? qui
remonte en quelque sorte a la méthode de René Descartes qui « [divise| chacune des difficultés
[qu’il examine| en autant de parcelles qu’il se pourrait et qu'’il serait requis pour mieux les

résoudre » [58].

2. Nous définissons cet autre réductionnisme de fagon plus modérée et plus approximative que le réduc-
tionnisme méthodologique défini en philosophie [112, 259].



Afin de comprendre le phénoméne collectif sous une perspective plus globale, il faut toutefois
faire le pont entre les mécanismes microscopiques et les mécanismes macroscopiques. Dans le
langage de Descartes, il est utile de « conduire par ordre [ses| pensées, en commengant par
les objets les plus simples et les plus aisés & connaitre, pour monter peu a peu, comme par
degrés, jusqu’a la connaissance des plus composés ... » [58]. Hélas, si 'ambitieux physicien
veut expliquer la discussion des marcheurs avec la mécanique quantique, monter peu a peu lui
prendra plus d’une vie : & chaque niveau dans la hiérarchie du systéme, divers phénomeénes
émergent et s’entremélent. Comme le précise bien Anderson, « les phénoménes complexes
émergents ne violent d’aucune maniére les lois microscopiques, mais ils ne paraissent pas

logiquement conséquents avec ces lois » |7].

Ce trou conceptuel entre les lois microscopiques et les phénoménes émergents engendre une
difficulté majeure pour le réductionnisme méthodologique. En effet, il y a tant de variables &
considérer dans un systéme complexe qu’il devient extrémement difficile d’en dégager les plus
importantes pour ’émergence du phénoméne d’intérét. En d’autres mots, la dimension élevée

des systémes complexes est souvent problématique.

Dans ce mémoire, nous nous attardons précisément & la résolution de ce probléme dans le
but de prédire I’émergence de la synchronisation. Pour ce faire, nous développons une mé-
thode originale de réduction dimensionnelle, qui réduit la dimension d’un systéme complexe
pour en isoler les mécanismes essentiels a ’émergence. Ainsi, plutdot que d’étudier le systéme
« en autant de parcelles qu’il se pourrait », nous le décrivons & une dimension intermédiaire
choisie prudemment : assez petite pour que des résultats intelligibles sur le systéme puissent
étre obtenus, mais suffisamment grande pour que le phénoméne émergent se manifeste. En se
concentrant davantage sur ce qui « est requis » pour mieux comprendre les systémes que sur
leurs fines décompositions, la réduction dimensionnelle contribue au réductionnisme métho-
dologique en permettant de « monter peu a peu |...] jusqu’a la connaissance des [systémes les]

plus composés ».

Réduire la dimension d’un systéme complexe, c’est réduire la dimension de sa structure et de
sa dynamique. Ainsi, au chapitre 1, nous présentons des outils mathématiques pour modéliser
la structure et la dynamique des systémes complexes. Pour représenter la structure de fagon
détaillée, nous utilisons des graphes, soit un ensemble de sommets connectés par des arétes.
Ensuite, nous définissons plus précisément ce qu’est une dynamique sur des graphes, en portant
un regard particulier sur les dynamiques d’oscillateurs qui prennent souvent la forme d’un
grand systéme d’équations différentielles dans lesquelles les variables oscillent dans le temps.
Ces dynamiques sont fondamentales dans ce mémoire, puisqu’elles permettent de définir et

d’analyser théoriquement la synchronisation.

Les dynamiques d’oscillateurs sont généralement difficiles & analyser lorsqu’elles sont non li-

néaires et de grande dimension. Au chapitre 2, nous utilisons donc des méthodes mathéma-



tiques de réduction dimensionnelle pour réduire des dynamiques d’oscillateurs de dimension
élevée. Nous réduisons d’abord leur dimension en les transformant en des dynamiques de leur
phase. Ensuite, puisque les dynamiques de phase sont encore de dimension élevée, nous rédui-
sons leur dimension a nouveau avec des méthodes de réduction dimensionnelle importantes

introduites dans les derniéres décennies.

Ces réductions dimensionnelles ne s’appliquent toutefois pas aux systémes avec une structure
plus hétérogéne. Dans un article présenté au chapitre 3, nous développons ainsi une méthode
originale de réduction dimensionnelle, nommée DART selon 'expression anglaise Dynamics
Approzimate Reduction Technique, qui s’applique a divers types de dynamiques sur des graphes
et qui généralise plusieurs approches existantes. A 1'aide des systémes de dimension réduite
obtenus et des outils de la dynamique non linéaire, nous réalisons notre objectif de prédire

I’émergence de la synchronisation en considérant 'effet des propriétés structurelles.

A chaque chapitre, un schéma tel que celui illustré ci-bas est présenté pour situer le lecteur
par rapport & la place du chapitre dans le mémoire. Les régions colorées représentent les sujets
abordés dans le chapitre et la région centrale est toujours colorée, puisque chaque chapitre porte
un regard différent sur la synchronisation. L’ordre des chapitres est a I'image de ’évolution du
projet de recherche : des questions sur les systémes complexes et la synchronisation ont mené

au développement d’outils théoriques permettant d’y répondre.

Systémes complexes

Dynamiques
sur des graphes
Dynamique

Structure
Réductions
dimensionnelles

Dynamiques de phase
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Ott-
Antonsen

Synchronisation



Chapitre 1

Lien entre la structure et la

dynamique des systémes complexes

Ce chapitre a pour objectif principal d’introduire des outils permettant de modéliser les sys-
témes complexes. Nous divisons cette modélisation en deux volets. Le premier volet est relié a
la structure par laquelle nous tentons d’établir les relations entre les constituants du systéme.
Nous verrons que la théorie des graphes est utile pour modéliser cette structure. Le deuxiéme
volet concerne la maniére dont les constituants du systéme se meuvent dans le temps, c’est-a-
dire leur dynamique. Les deux premiéres sections de ce chapitre sont consacrées a ces aspects

cruciaux des systémes complexes.

Systémes complexes

Dynamiques
sur des graphes

Structure
Réductions

dimensionnelles

Pour élaborer un modéle d’un systéme complexe, struc-

Dynamiques de phase

ture et dynamique doivent étre incorporées. La derniére
Watanabe-
Strogatz

Ott-
Antonsen

section a ainsi pour but de relier structure et dyna-

Synchronisation

mique au travers d’une dynamique sur un graphe. Avec
cette approche, il sera possible d’analyser un phénoméne
émergent de certains systémes complexes : la synchroni-
sation, par laquelle les éléments du systéme accomplissent

des mouvements coordonnés.

La synchronisation est au coeur de ce mémoire et motivera l'introduction de notions de dyna-
mique non linéaire essentielles & son étude. Ce phénomeéne apparait sous plusieurs formes et

dans plusieurs types de systémes, ce que nous discuterons a la fin de ce chapitre.



1.1 Structure

La structure d’un systéme, complexe ou non, est un concept qui parait plutét abstrait aux
premiers abords, peut-étre en raison de la généralité du terme. Le mot structure est emprunté
du latin structura [69] qui signifie construction. Cette étymologie n’est finalement pas étrangére
& l'intuition : il suffit de penser une construction comme un édifice, un pont, un bateau, etc.
La structure constitue 1'ossature porteuse de la construction. Cette ossature est bien visible
pour la tour Eiffel par exemple, un assemblage impressionnant de piéces de fer puddlé. Ces
piéces, bien qu’elles soient les constituants fondamentaux de la tour, sont insuffisantes pour

soutenir la tour : il faut les organiser astucieusement pour que la tour soit en équilibre.

Il en est de méme pour les systémes complexes' dont la structure est un assemblage d’élé-
ments dont 'organisation n’est pas laissée au parfait hasard : elle soutient les fonctions de
ces systémes [141]. Le cerveau est l'archétype du systéme complexe dans lequel une structure
élaborée apparait a différentes échelles [figure 1.1] [22], ce qui permet 'accomplissement de
fonctions telles que le mouvement du corps et la perception. Par exemple, le cerveau de la sou-
ris peut étre divisé en plusieurs régions fonctionnelles qui interagissent. Ces régions peuvent
a leur tour étre subdivisées en sous-structures comme le réseau du cortex visuel et constitué
essentiellement de neurones interagissant via des synapses. En examinant le systéme & une
échelle encore plus petite qu’'un neurone, il y a des réseaux de protéines permettant entre
autres aux neurones de transférer et de recevoir de 'information [126]. Pour cette raison, la
structure d’un systéme complexe est souvent qualifiée de hiérarchique. De plus, en partie a
cause de toute cette profondeur organisationnelle, il est dit que les systémes complexes sont
munis d’une structure en réseaur compleres [141]. Il n’y a pas de définition universelle de
ce qu’est un réseau complexe. Pour avoir une intuition de ce qu’ils sont, il est standard de

simplement donner plusieurs exemples [240].

Les réseaux complexes sont d’origine extrémement diverse. Ils sont observés dans les systémes
biologiques (réseaux neuronaux, réseaux de protéines, chaines alimentaires), les systémes so-
ciologiques (réseaux sociaux, réseaux de collaborations), les systémes technologiques (Internet,
lignes de transmissions électriques), les systémes urbains (réseaux routiers, réseaux d’égout et
de distribution d’eau potable), etc. Derriére cette diversité se cache toutefois une certaine
unité. En effet, ces réseaux ont des propriétés communes pouvant étre repérées en modélisant

mathématiquement leur structure, ce qui est 'objet de cette section. 2

1. Voir 'introduction et ses références. En particulier, pour des discussions fascinantes sur la complexité,
voir les articles de H. Simon [226] et de P. Anderson [6] ainsi que les livres de M. Mitchell [169], de P. Anderson
[7, Chap. IX] et de P. Charbonneau [43, Chap. 1]|. Les références [47, Chap. 3] et [141, Introduction] sont
également intéressantes.

2. Notons que dans cette section, nous tirons profit du fait qu’il y a désormais plusieurs banques de données
de réseaux réels : Web of life [21], ICON [48], Network Repository [214], Neurodata [247], etc. Ces banques de
données sont utilisées pour illustrer certaines propriétés des réseaux réels.
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FIGURE 1.1 — Le cerveau comme systéme complexe. De la souris au neurone, il y a plusieurs

structures. Quatre régions (de gauche a droite : motrice, sensorielle, auditive, visuelle) du cor-
tex du cerveau de la souris sont illustrées de maniére approximative (modifié de [237]). A droite
de la figure, un réseau réel du cortex visuel de la souris disponible sur le site Neurodata [247]
(mouse _visual.cortex 2.graphml). Le réseau dirigé et pondéré posséde 193 sommets et 214 arétes
(synapses). Puisque le but n’est pas de tirer des conclusions biologiques concrétes sur ce réseau, mais
plutét de D'utiliser a titre d’exemple, nous utiliserons la version non dirigée et non pondérée du réseau
de Network Repository (bn-mouse-visual-cortex-2.edges) [214]. De plus, nous avons illustré tous les
noeuds de facon identique, alors qu’en réalité, leur nature est différente. Pour plus de détails, voir la
référence [32, Figure 5b.

1.1.1 Graphes

Les systémes complexes sont munis d’une structure qui peut étre modélisée par un objet
mathématique appelé graphe. Dans cet ouvrage, aucune distinction n’est faite entre la termi-
nologie plus mathématique de « graphe » et la terminologie de « réseau ». 2 Intuitivement, un
graphe G est un ensemble de sommets (noeuds, points) connectés par des arétes (liens, lignes),
comme illustré a la figure 1.1. Un sommet est noté v; (v pour vertices) ou plus simplement 4 ot
i€V ={1,..,N} pour un graphe & #V = N sommets. Une aréte est définie comme un couple
(i,j) € £ CV x V et le nombre d’arétes est #E = M. De plus, il est important de souligner
qu'une aréte (i,7) est une aréte qui va du sommet j vers le sommet i. Plus formellement,
un graphe est alors défini comme une paire ordonnée G = (V, ). Une maniére alternative
de décrire un graphe mathématiquement est avec une matrice. Cette matrice est nommée la

matrice d’adjacence A € {0,1}Y” et ses éléments sont tels que

1 si(4,j) €€,

0 sinon.

Ay = (1.1)
Dans cette définition de graphe, une aréte qui va du sommet j vers le sommet ¢ n’implique pas
nécessairement qu’il existe une aréte dans £ qui connecte ¢ & j. Dans un tel cas, le graphe est

dit dirigé ou orienté. A l'inverse, si (i,7) ~ (j,i) pour tout (i,j) € &, c’est-a-dire que toutes

3. Nous privilégierons tout de méme « réseau » pour parler de réseaux réels et « graphe » pour l'objet
mathématique [53].



les arétes (7, j) ont leur équivalent (j,7) dans &, alors le graphe est dit non dirigé. La matrice

d’adjacence d’'un graphe non dirigé est alors symétrique.

De plus, rien dans la définition de graphe ci-dessus n’empéche qu’'une aréte (7,7) appartienne
a &, c’est-a-dire qu’un sommet ¢ soit connecté a lui-méme. Ce type d’aréte est appelé une
boucle et cela fait en sorte que A; = 1. Une notion encore plus générale que la matrice
d’adjacence est la matrice de connectivité A.% Une telle matrice peut étre pondérée, c’est-
a-dire que A;; € R plutoét que d’étre restreint & 0 ou 1. Si les arétes d’un graphe peuvent
posséder des poids positifs et négatifs, alors le graphe (ou la matrice d’adjacence) est signé.

Si les arétes possédent seulement des poids positifs, alors le graphe est dit pondéré.

(a) (b) (c)

) O] O)
® © @0 ® O

010 100 02-1
101 A=1101 A=1203
010 000 130

A:

FIGURE 1.2 — Différents types de graphes. (a) Graphe simple et sa matrice d’adjacence symétrique.
(b) Graphe dirigé avec une boucle au sommet 1 et sa matrice d’adjacence non symétrique. (¢) Graphe
pondéré et signé. L’épaisseur d'un aréte est reliée au poids qui lui est associé. Plus ’aréte est large,
plus la valeur absolue du poids est grande. La ligne traitillée représente une aréte avec un poids de
valeur négative.

1.1.2 Observables structurelles

L’¢lément A;; de la matrice d’adjacence d'un graphe permet d’indiquer si le sommet j se
connecte au sommet ¢. Cependant, afin de répondre & des questions du genre quel est le
sommet le plus important d’un graphe ou a quel point les sommets du graphe sont connectés
en moyenne, nous effectuons des mesures sur les graphes. Etant donné un graphe simple non
dirigé, nous définissons une observable [51] (ou mesure, propriété) structurelle comme une
fonction

N
2

s:{0,132) 5 R (1.2)
A = S(A).

Un premier exemple trivial est I’observable retournant un élément de la matrice d’adjacence,
soit Sg(A) = Aji. Deux autres exemples évidents d’observables sont les fonctions qui re-
tournent le nombre d’arétes et le nombre de sommets du graphe. Nous les notons respecti-

vement 1 : A — N et £ : A +— M. Dans la littérature, il est assez fréquent de confondre

4. Ici, il conviendrait de changer de notation pour éviter la confusion avec la matrice d’adjacence. Cepen-
dant, nous choisissons plutét de conserver la notation A pour la matrice de connectivité et spécifier si les arétes
sont pondérées le cas échéant. Cela évitera d’introduire un nouveau symbole.



l'observable avec sa valeur. A quelques reprises, il nous arrivera de définir S = S(A). 11 existe
une trés grande quantité d’observables structurelles. Dans ce mémoire, nous nous concentrons

sur deux observables : les degrés et les valeurs propres de la matrice d’adjacence.

Degré

Le degré entrant k" d'un sommet 4 est une fonction de la matrice d’adjacence qui renvoie le

nombre de sommets connectés au sommet ¢, ce qui s’écrit
N
KP(A) =) A €{0,1,...,N — 1}, (1.3)
j=1

ou A;; est I’élément (7,7) de la matrice d’adjacence non pondérée et de diagonale nulle (donc

reliée & un graphe sans boucle). Au contraire, le degré sortant
N
EU(A) =) Ay €{0,1,.,N -1} (1.4)
i=1

représente le nombre de sommets ¢ auquel j se connecte. Lorsque le graphe est non dirigé, la

matrice d’adjacence est symétrique et il en résulte que
ki(A) = k" (A) = k" (4)
pour tout 7, ou k" est défini par I'équation (1.4) avec le changement d’indice i > j. 5

Notons que le degré d’'un sommet est une propriété locale (ou microscopique) du graphe.
En effet, cette propriété est uniquement reliée aux voisins d’un seul sommet. Par voisin du
sommet ¢ dans un graphe non dirigé, nous entendons un élément du voisinage 0i défini comme
0i ={j|(i,j) ~ (j,i) € £}. Cette notation est inspirée de la topologie algébrique et de la
géométrie différentielle ou JO signifie la frontiére de 'objet O. Nous en déduisons une relation

entre le degré du sommet i et son voisinage, soit k;(A) = #0i.

Exemple 1. A la figure 1.3, les distributions des degrés pour un graphe simple en (a) et deux
réseaux complexes | (b) et (c) | sont illustrées. L’axe des ordonnées représente les comptes,

c’est-a-dire le nombre de sommets du graphe possédant un certain degré k.

Pour caractériser le graphe de fagon globale (ou macroscopique), nous pouvons utiliser la
moyenne de la propriété locale d’intérét. Par exemple, le degré moyen d’un graphe non dirigé

sans boucle de matrice d’adjacence A est

N
(H(A)) = 5 ki) = o, (1.5

5. L’abus de notation k; = k;(A) est souvent commis pour simplifier la notation.

6. Les données ont été converties, arrangées puis partagées généreusement en privé par Mohammed Badhine
qui a suivi la procédure du matériel supplémentaire de la Réf. [264]. Le graphe résultant est dirigé, non pondéré
et tel que les sommets sont des neurones et les arétes sont des synapses ou des jonctions communicantes.
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FIGURE 1.3 — (a) Distribution des degrés pour un graphe simple en arbre et schématisation du voi-
sinage d’un sommet. (b) Distribution des degrés du réseau neuronal du ver hermaphrodite C. elegans,
tiré de 2 Neuronal connectivity II, 2.1 Connectivity Data du site Wormatlas [243].° (c) Distribution
des degrés du cortex visuel de la souris [voir Figure 1.1].

ol le facteur 2 devant M est présent pour prendre en compte le fait que A;; = Aj; pour tout

(i,7) € ¥V x V et donc que la somme sur tous les i, j compte en double le nombre d’arétes M.

Spectre de valeurs propres

Chaque matrice d’adjacence posséde un spectre qui lui est propre et qui est extrait de I’équation
aux valeurs propres

A’UZ' = /\ivi, (16)

ol A; est la valeur propre associée au vecteur propre v;. Nous pouvons ainsi définir une

observable structurelle A; telle que

A,
Ai(A) = T2V

T
v, Y

Pour identifier les valeurs propres, il suffit de trouver les zéros du polynéme caractéristique

N
pa(N) = det(Ayun — A) =D agh’, (1.7)
/=1

ou I est une matrice identité de taille N x N et a; € R puisque A est une matrice réelle.
Puisque la matrice d’adjacence est de dimension N x N, il y a N valeurs propres et N
vecteurs propres. Les valeurs propres sont typiquement ordonnées selon leur module, c’est-a-

dire telles que |A1] > |A2| > ... > |An|. Le spectre de la matrice d’adjacence est alors noté
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spec(A) = (A1, ..., An). La multiplicité M d’une valeur propre A est le nombre d’occurrences

d’une certaine valeur propre A du spectre, ce qui s’exprime comme
N
M) =D G (1.8)
i=1

ou ¢ est le delta de Kronecker (6;; =1 sii = j et d;; =0, sinon) et \; désigne la i-éme valeur
propre de la matrice d’adjacence. La normalisation de la multiplicité par le nombre de valeurs

propres de A, soit N, permet de définir la densité spectrale [240],

N
p(A) = /\/;\(7)\) = %25/\,/\1'- (1.9)
i=1

A la figure 1.4, trois densités spectrales sont illustrées : la densité d'un graphe simple en (a)

et deux densités de réseaux réels en (b) et (c).

(a) ? (b) ()

o _ © i.
0.8 °© ©° S
' 0.15 0801 © | @
0.6 1 z
p(A) | 0.10 1
04 0.01
0.2 0.05 1
OO T T T 000 T T 000 T T T
-2 0 2 —-10 O 10 20 -5 0 5
A A A

FIGURE 1.4 — (a) Densité spectrale (1.9) d’un graphe en étoile & N = 6 sommets (5 sommets en
périphérie et un sommet central). (b) Partie réelle de la densité spectrale du réseau neuronal du C.
elegans extraite des données de Wormatlas [243]. Les lignes verticales sont pour mettre en évidence
les valeurs propres dominantes. (c) Densité spectrale du cortex visuel de la souris [voir Figure 1.1].

Exemple 2. Le graphe en étoile est un graphe dans lequel un sommet (le coeur) est connecté

a Ny sommets en périphérie. Notons la matrice d’adjacence

1
1 0 ... 0

Av=1 . . .| (1.10)
1 0 ... 0

En définissant le polynéme caractéristique py = pa, (A) = det(AMnyxn — An), une équation

de récurrence apparait, c’est-a-dire

pn =y — AN (1.11)
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Pour trouver les valeurs propres, nous voulons exprimer I'expression (1.11) en termes de A

ANV=3 puis py_3 = Apn_3 — AV, il est aisé

d’inférer que pn = Mpy_p — EAV=2. En faisant la procédure k = N — 1 fois et sachant que

uniquement. En substituant py_1 = Apy_o —

p1 = det(Al1x1 — A1) = det(A — 0) = A, nous concluons que le polynéme caractéristique du
graphe en étoile est
pv =AVT2 N2 - (N -1)].

Le spectre de An correspond aux zéros de py. Par inspection, nous obtenons aisément

N-2 fois
spec(Ay) = (VN —1,—v/N —1,0,...,0),

ofl nous avons spécifié la multiplicité de la valeur propre 0, soit M(A =0) = N —2. A la

figure 1.4 (a), Iétoile posséde N = 6 sommets. Ainsi, il s’ensuit de I’équation (2) que
spec(4g) = (V5,-/5,0,0,0,0),

ot £1/5 ~ £2.2, ce qui correspond bel et bien aux valeurs propres calculées numériquement
a la figure 1.4 (a). De plus, p(v/5) = p(—v5) = 1/6 ~ 0.17 et p(0) = 4/6 ~ 0.67, ce qui

concorde aussi avec le résultat numérique de la figure 1.4 (a).

La ou les valeurs propres de plus grand module sont appelées les valeurs propres dominantes.
Les valeurs propres de grand module, mais non du plus grand, sont des valeurs propres sous-
dominantes. Similairement, les vecteurs propres associés aux valeurs propres dominantes et
sous-dominantes sont des vecteurs propres dominants et vecteurs propres sous-dominants res-
pectivement. Le théoréme de Perron-Frobenius établit que pour une matrice non négative
(incluant des zéros et des valeurs positives), il existe une seule valeur propre dominante po-
sitive A; associée & un vecteur propre dominant non négatif [113, Chap. 8|. Au chapitre 3,
cette caractéristique sera exploitée afin de définir des observables dynamiques. Le théoréme
spectral [113, Théoréme 2.5.5] nous permet déja de constater I'importance des valeurs propres
dominantes : une matrice d’adjacence normale (ATA = AAT, ce qui est vrai entre autres pour
un graphe non dirigé) se décompose en termes de ses N valeurs propres \; et de N vecteurs

propres orthonormaux u; comme
N
_ 2 : il
i=1

Puisque les vecteurs propres sont normalisés, ce sont uniquement les valeurs propres qui dé-
terminent la prépondérance de chaque terme dans la somme. Les valeurs propres dominantes
seront donc des termes qui dominent dans la somme et qui caractérisent donc plus fortement

la matrice d’adjacence.

A l'opposé, si des valeurs propres sont nulles, elles ne contribuent pas & la construction de la
matrice d’adjacence. Les valeurs propres nulles fournissent tout de méme de 'information sur

la structure des graphes. En effet, si une matrice posséde une valeur propre nulle, alors son
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déterminant est nul [113]. Si le déterminant est nul, alors cela signifie que deux lignes sont
identiques ou plus généralement, linéairement dépendantes. Le nombre de valeurs propres
nulles s’écrit

M(0) = N —rang(A),

ou le rang de la matrice d’adjacence compte le nombre de lignes linéairement indépendantes.
Si deux lignes sont linéairement dépendantes, alors deux sommets, ¢ et j, peuvent partager le
méme voisinage, c’est-a-dire 9i = 95.7 Il est aussi possible que les voisinages des sommets i
et j solent disjoints (0i N Jj = @), mais que le voisinage d’un autre sommet k soit tel que

Ok = 0i U 9j. Ce genre de phénoméne arrive fréquemment dans les réseaux réels [240)].

Exemple 3. A la figure 1.4 (a), le rang de la matrice d’adjacence Ay (1.10) de 'étoile est 2,
ce qui est vrai peu importe la taille de 1’étoile. Il y a donc, comme mentionné précédemment,
M(0) = N —rang(Ay) = N — 2 valeurs propres nulles. Cela s’explique bien en observant le
graphe en étoile. En effet, le voisinage de chaque sommet ¢ de la périphérie est le coeur de

I’étoile.

En regardant le spectre du réseau du cortex visuel de la souris 1.1, il est plus laborieux de
déterminer les sommets possédant des voisinages communs. Toutefois, & vue d’oeil, il y a
plusieurs groupes de sommets qui forment des étoiles. Il n’est donc pas sorcier d’observer
des similarités entre le spectre du cortex visuel [figure 1.4 (c)] et le spectre de I’étoile |figure
1.4 (a)]. De plus, il y a 22 valeurs propres qui sont non nulles, ce qui correspond justement
au rang de la matrice d’adjacence du cortex visuel. Puisqu’il y a N = 193 sommets, alors
p(A=0)=(193—-22)/193 ~ 0.9 et p(A #0) = 1/193 ~ 0.005, comme calculés numérique-
ment a la figure 1.4 (c).

Finalement, la densité spectrale des valeurs propres réelles de C. elegans a la figure 1.4 (b)
posséde beaucoup moins de sommets avec des voisinages exactement identiques. En effet, le
rang de sa matrice d’adjacence est 273, de sorte que p(A = 0) ~ 0.02. Cependant, plusieurs

sommets ont des voisinages similaires, ce qui est caractérisé par une densité élevée (> 0.15)

pour un intervalle de valeurs propres autour de A = 0.

Les densités spectrales illustrées a la figure 1.4 sont des cas plutdt simples de ce a quoi res-
semblent les densités spectrales de réseaux réels. En effet, plusieurs réseaux réels sont dirigés
et leur matrice d’adjacence posséde généralement des valeurs propres complexes. C’est le cas

des réseaux neuronaux par exemple.

Exemple 4. 1l est difficile de mesurer I’ensemble des connexions neuronales dans le cerveau,

soit le connectome. Le cerveau humain posséde ~ 100 neurones et ~ 10'* synapses, ce qui

7. Ce constat nous permet de réaliser que la multiplicité d’une valeur propre de A est directement reliée
aux automorphismes de graphe, c’est-a-dire des permutations de sommets qui ne modifient pas la matrice
d’adjacence. Les automorphismes permettent d’identifier des symétries dans les graphes [154, 155].
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FIGURE 1.5 — (a) Spectre du connectome du Ciona intestinalis [215]. Le réseau est dirigé et pondéré.
(b) Spectre du connectome du C. elegans [243]. Le réseau est dirigé et non pondéré (en raison du
traitement des données). (c) Spectre du connectome mésoscopique de la souris [184]. Le réseau est
dirigé et pondéré.

complexifie grandement I’identification des connexions. Il n’y a que pour le ver hermaphrodite
C. elegans |243], la cione Ciona intestinalis au stade larvaire [215] et la mouche & fruits
Drosophila melanogaster |222] que le connectome est connu. Il y a cependant beaucoup de
progrés en ce qui concerne le connectome du poisson-zébre, un poisson transparent au stade
larvaire [123, 131]. Nous connaissons également le connectome mésoscopique de la souris
[184]. A la figure 1.5, le spectre du connectome de la cione, du ver et de la souris est illustré
dans le plan complexe. Il est intéressant de noter les valeurs propres dominantes se détachant
du coeur du spectre de méme que les symétries entre les valeurs propres autour de I'axe réel.
Ces symétries sont une simple conséquence du fait que le complexe conjugué A d’une valeur
propre complexe A d’une matrice réelle A est aussi une valeur propre de A. En effet, les
propriétés de la conjugaison complexe, les coefficients réels du polyndéme caractéristique py

(1.7) et 'équation p4(A) = 0 impliquent que

N N N N
paX) = aX =) a(N) =) (a\) = <Z aeV) =pa(A) =0=0

=1 =1 =1 =1
et donc X est aussi une valeur propre de A. Le role des valeurs propres complexes dans la

structure du réseau est toutefois encore mal compris méme si quelques articles abordent le
sujet [72, 88, 219].

1.1.3 Graphes aléatoires

Généralement, la structure en graphe d’un systéme complexe est imparfaitement définie. En
effet, il est plutodt rare de connaitre les connexions entre chaque paire de sommets. Cela est en
partie causé par la difficulté a effectuer les mesures pour tout le systéme expérimentalement,
mais aussi & répéter les expériences pour prendre en compte la variabilité dans les données
[179]. Cela constitue un probléme central en connectomique, une branche des neurosciences
s’intéressant a I'identification des connexions entre les neurones (d’un connectome). Chez 'hu-
main, la structure du cerveau est non seulement variable selon 'individu, mais varie aussi dans

le temps au sein d’un méme individu [153].
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Méme lorsque les connexions sont mesurées dans un réseau réel, elles ne sont pas certaines :
elles sont soumises & une incertitude d’étre présentes. C’est le cas par exemple lorsque nous
voulons établir les liens d’amitié dans un réseau social. Bien que deux personnes interagissent, il
n’est pas assuré qu’elles possédent les mémes critéres pour qualifier une personne d’« ami(e) »,

ce qui fait que les arétes dans le réseau n’ont pas nécessairement la méme signification [179].

Une approche modeste pour modéliser un réseau réel est ainsi de considérer un certain niveau
d’aléatoire dans les connexions d’un graphe. Autrement dit, plutét que de fixer un seul graphe
pour décrire la structure d’un réseau réel, un ensemble de graphes partageant des propriétés
spécifiques du réseau réel est considéré. Cela permet ainsi d’avoir un modeéle plus flexible (avec
plus de variabilité) pour décrire la structure du réseau réel [153]. Dans cette sous-section, les
graphes aléatoires sont introduits dans I'optique que ce qui est inconnu dans la structure ne
peut pas étre fixé avec certitude. Cette philosophie est répandue en physique statistique depuis
les articles novateurs de Jaynes en 1957 [119, 120]. Nous aborderons ainsi les graphes aléatoires

sous la perspective de la théorie des probabilités et de la théorie de 'information.

Définition et construction d’un ensemble

Soit ’ensemble de graphes non dirigés €2 contenant tous les graphes qui partagent le méme
ensemble de sommets V = {1, ..., N}. Soit F = P(2), 'ensemble puissance contenant tous les
sous-ensembles de graphes de 2. En définissant une mesure de probabilité P : P(Q2) — [0, 1],

lespace de probabilité de graphes [33] & N sommets s’écrit
G(N) = (2, P(), P),

ou ) est 'univers de 'espace de probabilité. Dans cet espace, un événement est donc un
ensemble de graphes. Il est aussi standard dans la littérature d’utiliser ensemble statistique
pour faire référence a cet espace de probabilité. Par souci de concision, nous parlerons plus
souvent d’ensemble de graphes que d’espace de probabilité de graphes. Par exemple, I'univers
2 de 'ensemble G(3) est illustré a la figure 1.6.
Q:{oooooooo}
©0,00,00,00,060,60,00,00

FIGURE 1.6 — Univers © de ’ensemble de graphes G(3).

Puisque tout graphe a son équivalent matriciel (sa matrice d’adjacence), G(IV) est isomorphe

a l'espace de probabilité de matrices d’adjacence A(N) = (4, P(Q4), P4a) ot l'univers est
Qg = {CL S {0,1}N2 a; =0A Q5 = (Iji} .
La figure 1.7 illustre I'univers Q4 de A(3).

Afin de calculer le nombre de graphes non dirigés dans ces ensembles, nous remarquons qu’ils

N
ont au maximum (J;[ ) arétes et que le nombre de graphes a M arétes est ((AQ/[)) Il s’ensuit que
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FIGURE 1.7 — Univers 4 de ’ensemble de matrices A(3) ou tous les éléments sont reliés un a un
aux éléments de I'univers  de G(3) (figure 1.6).

la cardinalité de 2 (ou 4) est

#Q:#Qyzg%Cg)zzﬁx

M=1

ot la formule du binéme de Newton,

Y (N
@+yN=>" <k>:cNkyka
k=0
a été utilisée avec x = 1 et y = 1. Pour G(3) [et A(3)], nous trouvons alors que #Q = 23 =8

ce qui avait déja été établi en énumérant toutes les possibilités aux figures 1.6 et 1.7.

Une description alternative et équivalente d’un espace de probabilité est en termes de va-
riables aléatoires. Informellement, une variable aléatoire est une fonction X dont les valeurs
x dépendent des issues possibles w € 2 d’une expérience aléatoire. De fagon analogue, un
graphe aléatoire G est défini comme une variable aléatoire dont les valeurs sont des graphes
de I'ensemble de graphes G(N). Il s’ensuit une matrice aléatoire A reliée & G dont les matrices
possibles a sont issues de A(N). Puisque A est une matrice aléatoire, toutes les observables
structurelles, soient des fonctions de la matrice d’adjacence (sous-section 1.1.1), sont égale-
ment des variables aléatoires. Il en résulte que les propriétés de I’ensemble de graphes seront

souvent données par les observables structurelles moyennées sur I'ensemble [176].

Cela dit, pour construire un ensemble de graphes aléatoire, il faut spécifier la probabilité de
tirer chaque graphe dans I’ensemble. Pour ce faire, nous adopterons une approche provenant de
la théorie de 'information selon laquelle la probabilité est définie de telle sorte que ’ensemble
de graphes soit maximalement entropique. Dans le contexte de la théorie des graphes, cette
approche consiste a ne pas tenir pour acquises des informations qui ne sont pas connues sur un
certain graphe observé (un réseau réel). Cela se traduit mathématiquement par la maximisation
de Ientropie de Shannon et intuitivement, par la maximisation de notre ignorance.® Dans ce

qui suit, nous présentons deux types d’ensembles de graphes maximalement entropiques.

8. Comme mentionné au début de cette sous-section, la philosophie derriére ce choix est expliquée plus en
détail dans l’article de Jaynes paru en 1957 [120].

17



Ensembles de graphes contraints rigidement

Soit un graphe de référence non dirigé & N sommets de matrice d’adjacence a*.? Nous dé-
finissons un espace de probabilité A(N) = (Q4,P(Q4), P) dont chaque matrice d’adjacence
a € 4 est de probabilité non nulle et conserve exactement un certain nombre de proprié-
tés de la matrice d’adjacence a*. Les propriétés sont notées r(a*) ou r est une fonction de
{0, 1}(];) — RY ou L/ est le nombre d’observables structurelles considérées. Autrement dit,

pour tout a de 4,

Ces L’ contraintes sont dites rigides puisqu’elles imposent aux graphes de I'espace de pro-
babilité de respecter exactement les propriétés r de a*. Par exemple, nous pouvons fixer le
nombre d’arétes en imposant que r(a) = ¢(a) = M [exemple 5|. Les contraintes rigides sont
indépendantes de la probabilité P d’avoir un certain graphe. La seule contrainte sur P est

donc la contrainte (triviale) de normalisation » . P(a) =1.

Pour calculer la probabilité de tirer un certain graphe, nous maximisons ’entropie de Shannon,
H(P(a))=— Y P(a)lnP(a), (1.12)
a€y

a laide de la fonction de Lagrange correspondante,

L(P(a))=— Y P(a)lnP(a)+~| > Pla)-1],

a€Ny a€Ny

ou ~ est un multiplicateur de Lagrange. En dérivant la fonction de Lagrange par rapport a la

probabilité P et en 1’égalisant & 0, la probabilité s’écrit P(a) = ¢’~!. Ensuite, en appliquant

la contrainte de normalisation, le multiplicateur de Lagrange s’écrit comme v = In (ﬁ) +1
et la probabilité est simplement
1
P(a) = . 1.13
@ =z (1.13)

La distribution de probabilité résultante est ainsi une distribution uniforme et I’espace de pro-
babilité A(N) de la matrice d’adjacence est appelé un ensemble microcanonique, par analogie

avec la physique statistique.

Exemple 5. L’un des modéles de graphes aléatoires les plus élémentaires est le modéle
d’Erdés—Rényi G(N, M), dans lequel le nombre d’arétes M des graphes de ’ensemble est fixé
exactement avec la contrainte r(a*) = r(a) = M. Puisque la contrainte est rigide, il suffit de
compter le nombre de configurations en graphes (états) possibles pour trouver la probabilité
uniforme P(a). Si les graphes sont non dirigés et simples, il suffit de se demander combien

il y a de fagons de choisir M arétes dans (];[ ) (le nombre maximum d’arétes possibles). Il y

9. Cette matrice d’adjacence a™ est aussi appelée la matrice d’adjacence observée [51]. En effet, étant donné
un graphe obtenu expérimentalement, nous pourrions vouloir définir un ensemble de graphes possédant des
propriétés similaires a a*.
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en a

M

La probabilité d’obtenir un graphe & N sommets et M arétes est alors donnée par la proba-

#Q4 = <(12V)>. (1.14)

bilité microcanonique (1.13) avec le nombre d’états (1.14). La figure 1.8 illustre 'univers du

modéle de Erds—Rényi G(3,2) ou chaque graphe a une probabilité 1/3 d’étre observé.

FIGURE 1.8 — Univers Q4 du modéle de Erdés—Rényi G(3,2).

Ensembles de graphes contraints souplement

Un ensemble de graphes peut également étre contraint de fagon souple, c’est-a-dire que les

caractéristiques d’une certaine matrice a* sont respectées en moyenne :

Els(A)] = 3 s(a)P(a) = s(a”), (1.15)
a€N g
N
ot E est I'espérance sur Q24 et s est une fonction de {0, 1}(2) vers RY ot L est le nombre
de contraintes souples (de propriétés a respecter en moyenne). Autrement dit, s, est une

observable structurelle de a* pour tout p € {1,...,q}.

Contrairement au cas des contraintes rigides, les contraintes souples (1.15) interviennent dans
le calcul de maximisation de 'entropie (1.12) en raison de leur dépendance selon la probabilité

P. En effet, la fonction de Lagrange est plutot

L
L(P(a) ==Y Pla)mPla)+7 | Y. Pla)—1]+> | Y sula@)Pla) = su(a”) |,

a€eNy acp a€ENy

o 7, correspond au multiplicateur de Lagrange reli¢ a la propriété s,. En dérivant par
rapport a P, en prenant £(P(a)) = 0, puis en réarrangeant, la probabilité sécrit P(a) =
l
10~ LeXu=175:(%) De plus, selon la contrainte de normalisation,
L
el = 3" exummonl) = Z(yy, ), (1.16)
a€N

ou Z est appelée la fonction de partition. Avec les contraintes (1.15), nous trouvons aussi

I’équation
% 0
su(a®) = > su(a)P(a) = 5 Z(n, ). (1.17)
a€Np ’Y,LL
Cette derniére équation permet d’obtenir les multiplicateurs de Lagrange. Ainsi,
1 L
Pla) = ezu:fﬁtsu(a)’ 1.18
( ) Z(/yla"'a’ylz) ( )
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ce qui est la loi de probabilité de I’ensemble canonique. En raison de la forme exponentielle
de la probabilité, les ensembles contraints souplement sont appelés des modéles de graphes
aléatoires exponentiels (ERGM). !° L’analogie avec la physique statistique est également di-
recte. L’équation (1.18) est une distribution de Boltzmann ou il y a correspondance entre les
multiplicateurs de Lagrange et le béta thermodynamique, 3 = (kgT)~!, ot kp est la constante

de Boltzmann et T est la température.

Exemple 6. Le modéle de Gilbert, plus communément appelé le modéle de Erdgs—Rényi [51,
176], est un modéle particuliérement simple d’ensemble souple de graphes [51]. Contrairement

au modele de Erdgs—Rényi G(N, M), le nombre d’arétes ¢(a*) est respecté en moyenne :

E[t(A)] = > la)P(a) = L(a). (1.19)
a€N g
Puisque £(a) = >_,_; aij, la probabilité (1.18) et la fonction de partition (1.16) s’expriment
comme
e’y Z:i<j Qij

P(a) = W, avec Z(v) = Z eV Li<i ®ij

ou i < j signifie 1 <1i < j < N (les éléments triangulaires supérieurs, excepté la diagonale,

a€N g

de la matrice d’adjacence). La fonction de partition se simplifie comme suit :

zon = e =11\ > e |=Ila+en=0+e™", (120

a€N <] i<j \a;;€{0,1} 1<j

ol le nombre d’arétes maximum dans le graphe est défini comme M™®* = (];]) Il vaut la
peine de décrire en mots la deuxiéme égalité de la derniére équation : la somme sur toutes les
matrices d’adjacence de 'univers 24 des produits de e7% sur les arétes est égale au produit
sur les arétes de la somme de €7%4 sur les deux valeurs possibles d'un élément A;; de la
matrice aléatoire, soit a;; = 0 ou a;; = 1. La probabilité d’avoir un graphe dans I’ensemble
est ainsi

e

e’y
P(CL) = H |:]__i_€')/6aij’1 + (1 - ]_—l—e'Y) 5aij70:|

= [p 5aij,1 + (1 _p) 5aij,0]

ol nous avons posé p = p(y) =€7/(1 +¢€7).

Notons désormais que la quantité p est contenue entre 0 et 1 pour tout v et peut-étre

interprétée comme la probabilité qu’un sommet ¢ soit connecté & un sommet j pour tout

10. ERGM en anglais, pour Ezponential Random Graph Model.
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i,j € V.!' Autrement dit, pour un graphe donné dans l’ensemble, la probabilité que les
sommets ¢ et j soient connectés est Prob(A;; = 1) = p et la probabilité qu’ils ne soient pas
connectés est Prob(A4;; = 0) = 1 — p. Le modeéle de Gilbert est ainsi noté G(N,p), ce qui
s’explique par le fait que N et p caractérisent les propriétés des graphes issus du modéle. Par
exemple, avec les équations (1.19) et (1.5), I'espérance du nombre d’arétes des graphes dans

I’ensemble est

Bl = T2~ arey (;V )p7 (1.21)

et que l'espérance du degré moyen des graphes dans ’ensemble est

_ 2E[((a)

E[(k(A))] = =

= Np.

Connaissant le nombre moyen d’arétes E[((A)] dans l'ensemble et Pexpression (1.21), le

multiplicateur de Lagrange s’écrit

Y= < e Wﬁ )[]E(A)]) |

D’autres exemples intéressants de constructions de modéles de graphes aléatoires exponentiels

sont donnés dans le livre de Coolen [51].

1.1.4 Graphes modulaires

Au sein du réseau du cortex visuel de la souris, nous pouvons y voir certains groupes de

sommets en forme d’étoiles comme illustrés a la figure 1.9. Cette observation requiert une

°° 8 0%
00,
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FIGURE 1.9 — Réseau du cortex visuel de la souris [voir Figure 1.1] o onze coeurs d’étoiles sont
illustrés en rouge. Notons que le spectre nous donnait déja une intuition sur le nombre d’étoiles. Pour
une étoile, le spectre posséde deux valeurs propres dominantes de signe opposé [figure 1.4 (a)]. Dans ce
réseau, le spectre [figure 1.4 (c)] posséde 22 valeurs propres dont les 11 pairs sont presque symétriques.
Or, ce réseau est essentiellement une 11-étoiles ou les étoiles sont connectées par les périphéries et les
coeurs.

11. Il y a donc en effet un nouvel espace de probabilité défini sur les arétes possibles du graphe.

21



analyse du réseau, non a ’échelle microscopique (des sommets) ni & I’échelle macroscopique
(le réseau en entier), mais bien a 1’échelle mésoscopique [du grec péoo( (« milieu ») et oroméw
(« observer »)]. La structure a I’échelle mésoscopique d’un réseau est composée par des groupes
de sommets qui partagent des propriétés similaires (ex. des groupes composés de sommets de
méme degré) ou une certaine structure en graphe (ex. des groupes d’étoiles comme a la figure
1.9). Ce constat est important pour la compréhension des systémes complexes. En effet, un
réseau complexe est un assemblage de ses sous-graphes (ou motifs) dont le role est souvent

fondamental dans les fonctions du systéme compleze |81, 167].

Il n’y a toutefois pas de définition universelle de communautés dans un graphe [81]. Il est
souvent dit qu'un graphe est modulaire ou qu’il posséde une structure communautaire? si
les sommets du graphe se divisent en sous-ensembles tels que le nombre d’arétes dans chaque
sous-ensemble (arétes intra modulaires) est significativement différent 1? (typiquement plus

élevé) que le nombre d’arétes entre les sous-ensembles (arétes extra modulaires) [51] .

Cependant, les communautés peuvent aussi étre définies & partir des arétes. En effet, la struc-
ture communautaire d’un graphe est parfois difficile & établir, car les sommets appartiennent
a plusieurs communautés |75]. Dans un réseau social, les individus (sommets) ont plusieurs
types d’interactions avec, par exemple, leur famille, leurs groupes d’amis, leur équipe sportive,
etc. Une alternative possible est donc de définir les communautés du réseau avec les arétes.
Un individu ayant des interactions de différentes natures peut ainsi appartenir & plus d’une
communauté [75]. Plutdt que de chercher a quels groupes appartient un individu, nous cher-
chons plutot quelle est la nature des liens qu'’il posséde (est-ce un lien familial, amical, etc. ?)
a partir de la structure du réseau. Dans une telle situation, il est alors plus naturel d’identifier

les communautés du graphe [75].

Or, il y a plusieurs maniéres de définir, mais aussi de détecter les communautés. La détection de
communautés est d’ailleurs une branche importante du domaine des systémes complexes [81].
Cela n’est pas surprenant, puisque les communautés jouent un roéle souvent prédominant dans
les systémes complexes en sociologie (ex. établir les groupes d’amis), en politique (ex. départir
les démocrates des républicains), en écologie (ex. déterminer les troupeaux), en neurosciences

(ex. délimiter les régions fonctionnelles du cerveau), etc.

12. Dans ce mémoire, nous utiliserons les termes « modules », « communautés » et « blocs » comme des
synonymes.

13. Par exemple, considérons un graphe dans lequel les sommets sont des joueurs de hockey de la Ligue
nationale et les arétes sont les passes que les joueurs se font dans une partie. Nous devrions alors nous attendre
& pouvoir départir quels joueurs jouent ensemble, puisque les joueurs visent & faire des passes aux joueurs de leur
équipe. Puisque ce sont des joueurs talentueux, ils réussiront normalement plus de passes a leurs coéquipiers
qu’ils n’en ratent (passes interceptées par lautre équipe).
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Définition

Comme discuté précédemment, pour définir les graphes modulaires, il est important de spécifier
quel type d’organisation communautaire le graphe posséde. Dans la suite de ce mémoire, nous
considérerons seulement les graphes dont les sommets sont identifiés & un seul groupe. Soit un
graphe non dirigé G = (V,€) divisé en ¢ parties (modules, communautés, groupes ou blocs)

par une partition & des sommets dans V. Cette partition s’écrit comme un ensemble ordonné,
#B = (Bi,...,By), (1.22)

ou B, est I'ensemble des sommets du p-iéme bloc avec p € {1,...,q}. Pour que # soit une
partition au sens strict, I'union des blocs doit recouvrir V, c’est-a-dire By U ... U By, = V, et
les blocs doivent étre mutuellement disjoints, c’est-a-dire que B, N B, = () pour tout x, v tels
que p # v. La taille de chaque bloc est notée N, = #B,,, de telle sorte que N = Zzzl Ny.
Pour associer un sommet & sa communauté, nous définissons la surjection s : V- — {1,...,q}

de sorte que pour un sommet i € V' pour lequel s(i) = p, , nous écrivons i € B,.

La partition & induit une partition & sur I’ensemble des arétes £. Plus explicitement, la
partition des arétes s’écrit
g:(E;WHSNSVSQ)»

ou B, ={e=(i,j) € £|i<j, i € By, j€ By} pour un graphe non dirigé sans boucle.
Nous pouvons ainsi définir le nombre d’arétes entre deux blocs comme M, = #£E,, et le

nombre d’arétes maximum entre les blocs B, et B, est

N .
Mmax:{ (2M) SL =1V,
i .
N, N, sinon.
Remarquons qu’en partitionnant les sommets avec Z# puis en indigant le graphe de sorte
que By = {1,..,N1}, By = {N; + 1, N1 + Na}, etc., E,, définit des blocs dans la matrice
d’adjacence, ce qui sera utile pour les prochains développements. Dans le méme ordre d’idées,
nous définissons I’observable structurelle £, : A — M, soit la fonction qui compte les arétes

dans chaque module.

Exemple 7. Le graphe en étoile non dirigé [sous-section 1.1.2] avec Ny feuilles peut étre
partitionné en deux blocs de noeuds, B; = {1} (le coeur) et By = {2,..., N} (la périphérie).
Ainsi, # = (B1,B2), N1 = 1, No = Ny = #DBy et les arétes sont partitionnées en trois
blocs Ei1, E12 et Ego de sorte que & = (E1, E12, E22). D’une part, pour x4 = v, nous avons
FEq1 = E9 = &, car le coeur ne posséde pas de boucle et les sommets en périphérie ne sont

pas connectés entre eux. D’autre part, 'ensemble des arétes entre le coeur et la périphérie
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est F1a = {(1,2),(1,3),...,(1,N)}. La matrice d’adjacence est ainsi

ou les lignes verticales et horizontales ont été insérées pour mieux identifier les blocs. Notons
qu’il y a quatre blocs dans la matrice, mais les blocs 12 et 21 sont reliés par la transposition
et donc trois blocs (11, 22 et 12) seulement contiennent I'information sur le réseau. De plus,

max

nous avons que M1 = Maz = 0 et que Mis = Ny = N1 Ny = M5

Comme mentionné a la section précédente 1.1.3, il est pertinent de considérer les graphes
aléatoires pour modéliser un réseau dont les propriétés ne sont pas complétement connues. Il
est ainsi intéressant de définir un ensemble de graphes dont la structure en communauté est
connue, mais pas tous les détails au niveau local (des sommets). Dans cette perspective, a la
prochaine sous-section, nous introduisons le modéle stochastique par blocs, un ensemble de
graphes modulaires. Sans entrer dans les détails, il est intéressant de souligner que le modéle
stochastique par blocs a fait ses preuves quant a son utilité en neurosciences |26, 153] et en

sociologie [111], ce qui s’explique en partie par sa (quasi-)universalité [267].

Modéle stochastique par blocs

Soit ’ensemble G(N) de graphes simples, non dirigés et modulaires. Considérons de plus que
la partition Z (1.22) des sommets des graphes est connue dans G(NV). Le modéle stochastique
par blocs ' est un ensemble maximalement entropique généralisant le modéle de Gilbert a des
graphes modulaires [51]. Pour rendre I’ensemble maximalement entropique, le nombre d’arétes
dans chaque communauté d’'un graphe dans ’ensemble doit étre en moyenne le méme qu’un

certain graphe de référence de matrice d’adjacence a*. Plus précisément, sachant que
Euu(a*) = Z afjé,us(i)é‘us(j)a JUSZAS {17 Sx3) Q}v
1<J
il v a ¢® contraintes souples définies par les équations

E (@) = Y fu(@)P(a) = fu (a).

a€N g

Pour simplifier les calculs, nous considérerons également que E [¢,,(A)] = E[(,,(A)]. Il y aura

alors (g) contraintes redondantes. Cette symétrie implique aussi que les multiplicateurs de

Lagrange 7y, associés a chaque contrainte sont tels que 7, = 7,,. Dans un tel cas, I’équation

14. Plus précisément, c’est le modéle stochastique par blocs souple qui est défini dans cette sous-section. Il
y a en réalité plusieurs modéles stochastiques par blocs [267].
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de la probabilité canonique (1.18) est
P(a) = L S (S @iausodusti) — 1 Sic s (i) () %3
Z(v) Z()

oy = (Y|l < pu<v <q) et lafonction de partition (1.16) est

Z(y) =]+ erwsm). (1.23)

i<j
La probabilité se simplifie alors a
eVs() s(5) e7s(@) s(5)
Pla) = H [1 + s s() dasy + <1 1+ e%msu)) 5%’0]
i<j
= [ [P 503) Gaiyt + (1 = Dsgiy s5)) Do)
i<j
Y4 v max __
= H puuy (a)(l - puu)M’“j Z‘W(a)’
u<v
evuv

ou la quantité p,, = a été posée. De fagon analogue au modele de Gilbert, p,,, est com-

T e
pris entre 0 et 1 pour tt)ut p,v € {1,...,q}. Ainsi, la quantité p,, peut-étre interprétée comme
la probabilité quun sommet 7 € B, soit connecté a un sommet j € B,. Plus spécifiquement,
si = v, p, est la probabilité qu'un sommet soit connecté a un autre sommet a l'intérieur de
sa communauté B, et si u # v, py, est la probabilité quun sommet soit connecté en dehors
de sa communauté. Puisque v, = 7, alors p,, = p,,. Le regroupement de ces probabilités

dans ’ensemble ordonné
2 = (pwel01]|1<p<v<q),
permet de définir le modéle stochastique par blocs de fagon concise.

En effet, le modéle stochastique par blocs est caractérisé entiérement par une partition des som-
mets % et un ensemble de probabilités 2. Conséquemment, ce modéle est noté SBM (%A, &)
ol 'abréviation SBM est pour Stochastic Block Model. Par souci de concision, nous utiliserons
Pabréviation SBM pour parler du modéle stochastique par blocs SBM (4, &2). Avec la fonc-
tion de partition (1.23), I'espérance du nombre d’arétes des graphes dans ’ensemble répond a
I’équation 51n 2()

n4zy

E[((A)] = o ;M,ﬁ“puu-
De plus, en prenant l’espérance de 1'équation (1.5), il en découle une formule simple décrivant
lespérance du degré moyen des graphes dans I’ensemble [266], soit
E[(HAN] = g O M D

N -1
u<v

Soulignons que lorsque ¢ = 1, nous retombons directement sur le modéle de Gilbert G(N, p) et

ses propriétés. De plus, sans entrer dans les détails, le SBM posséde des propriétés spectrales
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trés intéressantes qui seront abordées au chapitre 3. Notons aussi que Nadakuditi, Newman,
Zhang et Peixoto ont publié une série impressionnante d’articles en 2012 [173], 2013 [174, 195],
2014 [268] et 2019 [180, 181] permettant de calculer la densité de valeurs propres pour le SBM,
mais aussi pour d’autres modéles de graphes. Cela dit, soit A la matrice d’adjacence aléatoire

associée au SBM. Celle-ci peut-étre écrite comme [233]
A=E[A]+(A-E[A]) =E[4] + X,

ot E[A] est une matrice symétrique N x N déterministe (non aléatoire) et X = A — E[A]
est une matrice symétrique N x N aléatoire de moyenne nulle [233]|. La matrice E [A] sera
appelée la matrice moyenne du SBM et nous la noterons (A)sgm. Puisque les éléments A;; de
la matrice d’adjacence aléatoire sont des variables aléatoires indépendantes et identiquement

distribuées 1°, les éléments de (A)gpy sont

E[4;] = Z WijPs(i)s(j) = Ps(i)s(j)s
a;;€{0,1}
OU Ps(4)s(;) = 0 pour tout i € {1,..., N}, car les boucles ne sont pas admises dans le SBM défini
précédemment. A moins d’avis contraire, pour simplifier les démarches, nous considérerons
désormais un cas particulier du SBM ol le nombre de communautés est ¢ = 2. De plus, nous
imposons que pj; = p22 = pPin (€ in » pour intra communauté) et p1a = P21 = Pout (« out »

pour extra communauté). La matrice moyenne s’écrit ainsi comme

O Pin --- DPin [Pout --- --- Pout
Pin : Do :
Pin
(A = Pin - Pin 0 |Pout --- --. Pout (1.24)
Pout -+ --- Dout | O  Pin ... DPin
Pin

Pin

Pout --- --- Dout | Pin --- Pn O

Il est intéressant de noter que la matrice moyenne définit complétement le SBM étant donné
qu’elle spécifie la partition et les probabilités. Du chapitre 1 au chapitre 3, nous utiliserons
la matrice moyenne du SBM pour étudier la synchronisation de dynamiques sur des graphes
modulaires. Avant d’en arriver 14, il faut désormais introduire le deuxiéme visage des systémes

complexes : la dynamique.

15. En effet, la probabilité d’avoir une aréte particuliére est indépendante de la probabilité d’avoir une autre
aréte.
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1.2 Dynamique

Les systémes complexes sont généralement des systémes dynamiques. Les systémes dynamiques
possédent quelque chose de trés tangible intellectuellement, en ce sens que tous peuvent donner
des exemples de ce que représentent de tels systémes dont les composantes sont en mouvement
dans le temps. En effet, nous avons tot fait d’observer des objets'® de toutes sortes dont la
position évolue temporellement, comme une bille tombant au sol, la rotation d’une aiguille
sur une horloge ou Road Runner qui file & toute vitesse au grand malheur de Wile E. Coyote.
Avant d’aborder la dynamique d’un systéme complexe, nous introduisons les concepts fonda-
mentaux de la théorie des systémes dynamiques afin de bien établir la terminologie et les outils

mathématiques que nous utiliserons dans cet ouvrage.

1.2.1 Définition mathématique

Pour décrire mathématiquement de tels mouvements, le paramétre de temps t € .7 est d’abord
défini ot 7 est un intervalle de temps réel. Au concept de temps s’ajoute la notion d’espace
des états (ou des phases) 2, soit 'espace dans lequel 1'objet se déplace. Formellement, c’est
une variété, c’est-a-dire un espace topologique !” qui ressemble localement 4 un espace eucli-
dien de dimension D. Deux exemples utilisés dans ce mémoire sont 2~ C RP et 2~ ¢ CP.
Chaque état'® & € 2 est alors représenté par D coordonnées dans cet espace et s’écrit
x=(xl2? ... zP )T Etant donné I'importance de la notion de dimension aux chapitres 2 et 3,

nous utiliserons souvent la notation Zp pour désigner ’espace des états de dimension D.

Afin de décrire ’évolution de I'objet dans 'espace et le temps, définissons la fonction lisse

O: T XX - X (1.25)
(t,x) — o),

ot la notation ¢ (x) = ¢(t, x) a été introduite. Cette fonction respecte deux propriétés :

i. po(x) =x, Ve e L,
ii. ¢po¢ps(x) = drys(x), Vs, te€ T etxe Z.

Soit (7, +), un groupe commutatif (abélien) pour les temps ¢ [ex. (R, +)|. Alors, la fonction
¢ définie par ’équation (1.25) et les conditions i.-ii. est 'action du groupe (7, +) sur I'espace
des phases 2. De plus, considérons ¢, ’ensemble des fonctions ¢;. La structure en groupe
commutatif du temps et les propriétés i.-ii. impliquent : (1) I'existence d’un élément neutre

oo tel que ¢po Pr = ¢y, (2) une fonction inverse ¢_; pour tout ¢ telle que ¢rop_r = ¢p, (3) la

16. Nous utiliserons fréquemment le terme générique objet pour désigner la chose en mouvement (ex. bille,
aiguille, etc.) ou des quantités plus abstraites qui varient dans le temps (ex. la température moyenne planétaire,
le potentiel électrique d’un neurone, les fluctuations du marché boursier, etc.).

17. Typiquement, l'espace topologique (2, T) est muni de la topologie métrique standard 7.

18. Nous utiliserons aussi les termes « position » et « point » pour parler d’'un état x.
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fermeture, ¢ 0 ¢ps = P15 € 4 puisque t + s € T et (4) que la composition de fonctions o, en
plus d’étre associative, est une opération commutative, puisque ¢t +s = s+ ¢. Ainsi, I’ensemble
des flots ¢; avec t € R forme un groupe commutatif ¢ avec la composition de fonctions comme

loi de composition [197].

Cela dit, la facon qu’un objet se déplace dans l’espace des phases dépend généralement de
certains paramétres dynamiques qui lui sont reliés. Soit I' un ensemble de paramétres dyna-
miques associés au mouvement du systéme. Alors, il y aura un flot associé a chaque ensemble

de paramétres, de sorte que pour étre plus précis, nous écrirons parfois ¢!

L’évolution temporelle d’'un objet a partir d’un point g € 2 au temps t = 0 est appelée
trajectoire sur Z et est notée y. Une trajectoire est régie par la fonction d’évolution ¢; de

telle sorte que

y: 7 -2
t— y(t) = (o).

Ainsi, y(0) = xo puisque ¢y est ’élément neutre du groupe abélien ¢. Notons ici que la
trajectoire y est une fonction (et appartient donc & un espace de fonctions) contrairement au
point @ € 2 défini précédemment. De plus, pour t € T, ’ensemble de fonctions ¢; telles que
¢i(xo) = ¢(t, o) s’appelle le flot [197].

Etant donné un flot ¢;(xg), il est intéressant de se demander quelle régle a régi le mouvement
du systéme depuis la condition initiale xg. Le flot permet généralement de définir un champ
vectoriel F' tel que .
t, T

F(x)= gﬁ(dt) o’ (1.26)
ol x € Z et la notation ¢(t,x) est ici privilégiée pour expliciter la dépendance du flot
par rapport au temps [197]. Le champ vectoriel F attribue donc a chaque point de 'espace
des phases 2" une direction selon laquelle la trajectoire & est soumise. Les deux derniéres

définitions peuvent étre résumées par le diagramme de composition suivant :

7 2t t—2—
Fm lF FOX‘ F
RP F(x)
La trajectoire y doit ainsi obéir & I’équation différentielle
y = F(y), (1.27)
et a la condition initiale
y(0) = xo. (1.28)
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Le systéme d’équations (1.27-1.28) est parfois appelé un probléme aux conditions initiales [197]
ou un probléme de Cauchy. Dans ce mémoire, les systémes étudiés sont autonomes, c’est-a-dire
que F' ne posséde pas de dépendance explicite par rapport au temps. Par abus de langage,
mais par souci de concision, nous appellerons le systéme d’équations différentielles (1.27) une
dynamique. De plus, la solution au systéme d’équations différentielles (1.27) est notée y(t) et
nous appellerons courbe ou orbite au travers de xg, I’ensemble des points dans le temps d’une
solution y(t) [197], c’est-a-dire

Oz ={ y(t) € 2" | y(t) = ¢1(x0) et t € T }. (1.29)
Nous noterons une trajectoire quelconque O. La figure 1.10 schématise les quantités introduites
ci-haut. Une trajectoire y sur 2 depuis g y est illustrée en (a) de méme que le champ vectoriel

contraignant (transportant) cette trajectoire y en (b). En somme, un systéme dynamique est

un doublet (27, ¢) ou le flot respecte les conditions mentionnées ci-dessus.

(b)

FIGURE 1.10 — Tllustration de quelques notions reliées aux systémes dynamiques. (a) Courbe Oy, sur
2 paramétrée par la trajectoire (fonction de paramétrage) y. (b) Champ vectoriel F': 2~ c RP — RP.

Exemple 8. Pour mettre en place ces derniéres définitions, il est utile de considérer le cas
de Voscillateur harmonique, qui modélise le mouvement d’une particule de masse m reliée
par un ressort dans des conditions sans frottement. La particule est a la position z(t) € R a
un temps ¢ et elle est soumise & une force conservative F(z) = —kx ou k est une constante
de rappel reliée au ressort. Autrement dit, F(x) est la force qui rameéne la particule vers son
point d’équilibre lorsque celle-ci est déplacée (et donc que le ressort est étiré ou compressé).
De la deuxiéme loi de Newton, F(z) = mi et ainsi, une équation différentielle homogeéne du
deuxiéme ordre est obtenue, soit & = —w?r ot w = \/g est la fréquence naturelle (ou la

vitesse angulaire) de l'oscillateur. En posant v = &, la dynamique s’écrit

T =, (1.30)

Ce systéme d’équations est donc de la forme (1.27) avecy = (z v)T et F(y) = (v —wz)T.

De plus, 'espace des états est 2 = R? et ’ensemble des paramétres dynamiques est I' = {w}.
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Finalement, la solution de la dynamique (1.30) est z(t) = cos(wt+¢) ot ¢ € R est une phase.

Les définitions introduites précédemment sont reliées & la modélisation mathématique d’un
probléme dans lequel un objet est en mouvement. En effet, un systéme dynamique définit un
modele mathématique d'un systéme réel. Mais qu’en est-il des expériences réelles impliquant
des mesures de I’état d’un objet dans le temps 7 Est-ce que le modéle mathématique est valide
pour décrire des cas réels? La réponse a cette question est non triviale, car elle nécessite une
comparaison idéalement quantitative du modéle avec 'expérience. L’objectif de ce mémoire
ne sera pas de répondre a une telle question. Nous utiliserons des modéles connus qui ont déja
fait leurs preuves pour décrire des expériences réelles. Puisque nous analyserons mathémati-
quement les systémes dynamiques, nous voulons tout de méme comparer nos résultats avec

une autre méthode pour valider nos analyses.

Pour ce faire, nous aurons parfois recours & des méthodes numériques. Entre autres, les in-
tégrateurs numériques solutionnant I’équation (1.27) sont particuliérement utiles. ' Ceux-ci
permettent d’extraire des séries temporelles sur un certain domaine de temps, qui sont en fait
les solutions numériques a I'équation (1.27). Plus précisément, une série temporelle est une
séquence de valeurs temporelles (21, ..., 1) telle que T est la longueur de la séquence et x; est
Iétat mesuré au temps i € {1,...,7}. L’ensemble des points d’une série temporelle est donc
I'analogue discret a l'orbite (1.29). Nous utiliserons les séries temporelles & plusieurs reprises

pour valider nos résultats analytiques, surtout au chapitre 3.

1.2.2 Analyse dynamique

Il existe une grande variété de systémes dynamiques non linéaires, c’est-a-dire dont le champ
vectoriel F' qui leur est associé est une fonction non linéaire. Les dynamiques des oscillateurs
anharmoniques, des pendules, des lasers, des neurones, des populations prédateurs-proies en
sont quelques exemples. La non-linéarité de ces systémes fait en sorte que la solution a I’'équa-
tion différentielle (1.27) est généralement difficile (voire impossible) & obtenir analytiquement
avec les méthodes standards de résolution d’équations différentielles. Malgré tout, il se trouve
qu’une intuition profonde du comportement des trajectoires s’acquiert en analysant les pro-
priétés de son champ vectoriel F'. C’est le cas, entre autres, des zéros * du champ vectoriel,
appelés des points d’équilibre. En linéarisant F' autour de chacun de ces points d’équilibre, il
en résulte un systéme linéaire qui caractérise le comportement local du systéme dynamique.
En identifiant le comportement local pour tous les points d’équilibre dans I’espace des phases
du systéme dynamique, il est parfois possible de retracer son portrait global pour en dégager

une description qualitative des trajectoires dans ’espace des états [230].

Plus explicitement, un point &* € 2" est appelé point d’équilibre s’il correspond & un zéro du

19. Nous n’entrerons pas dans les détails de I'intégration numérique. Un livre d’introduction utile & ce sujet
est la référence [178]. Voir aussi annexe A.
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champ vectoriel :

F(z*) = 0.

En linéarisant la dynamique, c’est-a-dire en développant au premier ordre le champ vectoriel

F autour du point d’équilibre *, nous dégageons I'approximation

Fl@)~ F@)+ 25| (@-a),

Oz r=x*

ol g—i ‘w_w* est la matrice jacobienne évaluée au point d’équilibre *. Nous noterons la matrice

jacobienne Jg(x*) pour simplifier la notation. Soit e(t) = y(t) — x*

, une trajectoire € tres
prés du point d’équilibre. La dynamique non linéaire initiale (1.27) s’écrit alors sous la forme
du systéme linéaire

g = JF(.’E*) €.

Cela explique en partie I'importance des systémes linéaires : méme les systémes non linéaires

se rapportent localement & des systémes linéaires. 2° La solution & cette équation est [197]
e(t) = e F=e(0).

La stabilité locale des points d’équilibre nous permet de déterminer si une trajectoire est atti-
rée (point d’équilibre stable) ou repoussée par le point d’équilibre (point d’équilibre instable).
Intuitivement, la stabilité d’un point d’équilibre permet d’évaluer si les lignes de champ vecto-
riel pointent vers ou a ’encontre du point d’équilibre. Par exemple, a la figure 1.10 (b), il est
facile de voir que la trajectoire tend vers un point d’équilibre stable en regardant les lignes de
champ. Il est aussi possible qu'un point d’équilibre soit semi-stable, c¢’est-a-dire que certaines
lignes de champ pointent vers le point alors que d’autres pointent a l’encontre de celui-ci. Dans
le livre de Strogatz [230, Chap. 4, p.138], un schéma trés utile catégorise la nature des points
d’équilibre. Par ailleurs, les points d’équilibre dépendent des paramétres dynamiques de I'. En
changeant les paramétres dynamiques, la nature des points d’équilibre peut étre modifiée, de
sorte qu'une bifurcation se produit. Pour plus de détails sur les bifurcations, voir la Réf. [230].
En tragant les points d’équilibre selon un paramétre dynamique, il y a des branches dont la

stabilité dépend de la stabilité des points d’équilibre qui les composent.

Pour analyser mathématiquement la stabilité locale des points d’équilibre dans un systéme
dynamique non linéaire, il est parfois suffisant d’étudier les valeurs propres et les vecteurs
propres de la matrice jacobienne Jp. Si toutes les valeurs propres de Jg(x*) sont négatives,
alors le point d’équilibre &* est stable. Au contraire, si toutes les valeurs propres de Jp(x*)
sont positives, alors le point d’équilibre * est instable. Lorsqu’il y a des valeurs propres
positives et négatives, le point d’équilibre est semi-stable. De plus, les valeurs propres peuvent
étre imaginaires, ce qui complexifie et enrichit encore davantage ’analyse dynamique. Le cas
des systémes dynamiques possédant des valeurs propres imaginaires est trés spécial, puisque

ces systémes peuvent posséder des trajectoires qui oscillent.

20. Cela est une conséquence du théoréme de Hartman-Grobman [98, 197].
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1.2.3 Oscillateurs

Dans ce mémoire, nous nous intéresserons principalement aux oscillateurs. Le pendule d’une
horloge grand-pére faisant un mouvement de va-et-vient est un exemple intuitif de ce qu’est
un oscillateur. En neurosciences, le potentiel électrique d’'un neurone peut osciller lorsque
celui-ci est soumis & un courant électrique externe. Similairement, le potentiel électrique du
coeur oscille, ce qui permet des battements répétés. En écologie, il y a des oscillations dans
les populations de prédateurs et de proies. Les oscillations sont ainsi de diverses origines, mais

s’étudient malgré tout avec des techniques similaires.

Mathématiquement, un objet est un oscillateur lorsqu’il existe une solution & I’équation dif-
férentielle (1.27) qui est périodique dans le temps. Autrement dit, la dynamique (1.27) est
oscillatoire s’il existe une orbite périodique au systéme pour un certain ensemble I' de pa-
ramétres dynamiques.?! De plus, une solution est appelée orbite périodique ou cycle si et

seulement si pour tout t € 7,
Pt (T0) = Pt(20), (1.31)

pour un certain 7" > 0 [197]. La condition (1.31) s’écrit aussi comme y(t + 7') = y(¢). La
quantité T est la période de oscillation (de l'orbite) si c’est la plus petite valeur réelle positive

telle que 1'équation (1.31) est respectée [197]. %2

Comme mentionné a la sous-section précédente, il est possible de déterminer la nature d’un
point d’équilibre & partir de la matrice jacobienne issue de la linéarisation de la dynamique.
L’analyse linéaire permet de prouver ou de procurer une intuition sur ’existence de cycles a
partir des valeurs propres de la matrice jacobienne. Dans ce qui suit, deux exemples de cycles

sont donnés, soit les centres et les cycles limites.

Centre

Si les valeurs propres de la matrice jacobienne sont purement imaginaires, le point d’équilibre
est un centre linéaire. 11 faut toutefois étre prudent lorsque la dynamique est non linéaire. Les
valeurs propres purement imaginaires de la matrice jacobienne garantissent ’existence d’un
centre linéaire, mais pas nécessairement d'un centre non linéaire [230, Chapter 6]. Nous nous

contentons ici de donner un exemple simple de centre linéaire.

Exemple 9. La dynamique de l'oscillateur harmonique (1.30) est linéaire et 'analyse de

stabilité linéaire sera ainsi exacte. Le seul point d’équilibre de la dynamique (1.30) est &* =

21. Effectivement, pour certains paramétres, il pourrait y avoir une solution périodique, alors que pour
d’autres non. Tant qu’il existe des paramétres permettant ’émergence d’oscillations, nous appellerons ’'objet
un oscillateur.

22. En effet, si nous imaginons une bille oscillant autour d’un cercle & partir d’un point 6y et que T est le
temps pour que la bille fasse un tour du cercle, alors il va de soi que ¢i+7(60) = ¢:(0o), mais aussi que pour
un deuxiéme tour ¢iyor(0o) = ¢:(6o), ... Or, en définissant T = 2T, équation (1.31) est respectée, mais T"
n’est pas la valeur minimale possible respectant (1.31) et donc T est plutot la période.
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(0 0)T. La matrice jacobienne pour 'oscillateur harmonique évalué a ce point d’équilibre

Jp(z) = (_2}2 é) .

Les valeurs propres sont simplement Ay = +iw, la trace est Tr[Jp(x*)] = 0 et le déterminant

est donc

est Det[Jp(z*)] = w?. Le point d’é¢quilibre * = (0 0)7 est ainsi un centre. Un centre est un
type bien particulier de cycle, dans lequel 'oscillateur repassera toujours a sa position initiale
xo = (w0, v0) aprés un temps 7. Comme mentionné précédemment, la solution a 1’équation
est tout simplement

x(t) = Acos(wt + ¢). (1.32)

Cette solution est illustrée a la figure 1.11 (a) et le centre de l'oscillateur harmonique dans

I'espace des états 2~ est montré a la figure 1.11 (b).

(a) (c) ()

2 4 40 A
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0 1
) 04 (1) L v(t)
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T T T —2 1 T T T —80 ? T T
0 50 100 0 50 100 0 50 100
t t t
(b) (d) (f)
0.5 Q) 0.8
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0.4
—2.5 1 °
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(t) x(t) V(t)

FIGURE 1.11 — (a) La solution z(¢) a la dynamique (1.30) de l'oscillateur harmonique pour w = 0.7
et le centre du systéme qui lui est associé en (b). (¢) La solution z(¢) a la dynamique (1.35) du modéle
de van der Pol pour w = 0.7, 4 = 2 et le cycle limite qui lui est associé en (d). (e) La solution en
V(t) a la dynamique (1.36) du modeéle de Hodgkin-Huxley pour I = 10 uA/cm?,C = 1 puF/cm? et le
cycle limite qui lui est associé en (f). Les conditions initiales pour chaque modéle sont illustrées par
les points au contour noir.

Cycle limite

Un autre type de cycle est le cycle limite. Pour définir ce type de cycle, nous introduisons tout
d’abord les points limites et les ensembles limites. Un point p € 2 est un point w-limite s’il

existe une séquence t, — oo telle que le flot ¢y, (x) tend vers p lorsque n — oo, c’est-a-dire

lim ¢, (x) = p.
n—oo

33



L’ensemble de points w-limites d’un orbite O est appelé 'ensemble w-limite de O et est noté
w(0). De fagon analogue, un point ¢ € £  est un point «-limite s’il existe une séquence
t, — —oo telle que

nlggo bt (x) = q.
L’ensemble a-limite o(O) est 'ensemble des points a-limite de l'orbite O. De plus, I’ensemble
de tous les points limites de O est a(O) Uw(O) et est appelé I’ensemble limite de O [98, 197].

Un cycle limite C est alors défini comme ’ensemble a-limite ou w-limite d’une certaine orbite
de la dynamique (1.27). Le cycle limite est instable s’il est 1’ensemble a-limite de chaque
trajectoire dans un voisinage de C. Au contraire, le cycle limite C est dit stable s’il est ’ensemble
w-limite de chaque trajectoire dans un voisinage de C du cycle [197]. Nous noterons B(C) le
voisinage de C C £~ et plus spécifiquement, nous dirons que B(C) est le bassin d’attraction de C.
Le bassin d’attraction est, intuitivement, l’ensemble des points &y € 2~ (ou l'ensemble des

conditions initiales) tels que la trajectoire converge vers C lorsque ¢ — oo. 23

Nous nous concentrerons sur le cas des cycles limites stables qui seront d’un intérét particulier

a la section 2.2. Nous noterons un cycle limite stable comme un ensemble
C={y(t) e Z | y°(t) = du(x5), t € [0,T) }, (1.33)

ou y° représente une trajectoire sur le cycle limite. De plus, la condition initiale y¢(0) = x§
est sur le cycle limite, ce qui garantit, avec la condition de stabilité, que la trajectoire y¢ reste
sur le cycle pour tout ¢t. Contrairement aux centres, les cycles limites sont isolés, c’est-a-dire
qu’il n’existe pas de cycles dans le voisinage B(C) du cycle limite. De plus, les cycles limites

sont nécessairement issus d’une dynamique non linéaire [230].

Un cycle limite apparait parfois dans une dynamique suite & une bifurcation de Hopf super-
critique, dans laquelle les valeurs propres de la matrice jacobienne passent des réelles aux
complexes ou vice-versa lors de la variation d’un certain paramétre dynamique. Les bifurca-
tions de Hopf sont trés fréquentes pour les dynamiques d’oscillateurs et seront d’un intérét
particulier dans ce mémoire. Les modéles définis dans les deux prochains exemples possédent

une bifurcation de Hopf supercritique et donc un cycle limite.

Exemple 10. Le modéle de van der Pol est un modéle d’oscillateur non linéaire. Celui-
ci est intéressant pour illustrer l'effet de la non-linéarité de I’équation différentielle sur les
oscillations. Cette non-linéarité est controlée par un paramétre y € I'. La dynamique de cet

oscillateur est décrite par les équations

=, (1.34)
= —w?z + p(l — 2. (1.35)

23. Pour des définitions plus complétes, voir les références [166, 197, 256].
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L’oscillateur de van der Pol posséde un cycle limite stable tel qu'illustré a la figure 1.11 (d)
lorsque g > 0. Contrairement au centre de 1'oscillateur harmonique (cas p = 0 du modéle de
van der Pol), la forme du cycle n’est pas circulaire ce qui est la conséquence de la non-linéarité
de la dynamique (1.35) (1 # 0). A la figure 1.11 (c), nous observons aussi que les oscillations
sont ne sont pas simplement sinusoidales. Tout comme 1’oscillateur harmonique, le modéle de

van der Pol posséde un unique point d’équilibre & * = (z,v) = (0,0). La matrice jacobienne

Jr(x”) = (_2}2 i) ’

et les valeurs propres sont Ay = p/2++/(1/2)? — w?. Si p > 0, la partie réelle de ses valeurs

propres est strictement positive ce qui implique que l'origine est instable [comme l'illustre le

évaluée & =™ est

cas de la figure 1.11 (d)]. L’analyse linéaire ne permet toutefois pas de prouver 'existence
du cycle limite, tache qui est généralement trés difficile & réaliser mathématiquement. 11 est
alors standard d’avoir recours aux méthodes numériques pour se convaincre de ’existence des
cycles limites. Toutefois, dans le cas du modéle de van der Pol, le critére de Routh—Hurwitz
procure des conditions nécessaires a ’existence d’une bifurcation de Hopf et les sections de

Poincaré permettent de prouver l'existence du cycle limite [101, 1.13 et 1.16].

De plus, il est utile de noter que le modéle de van der Pol s’inscrit dans une classe de systémes

dynamiques appelées les systémes de Liénard. Ceux-ci prennent la forme de
&+ f(z)d +g(xz) =0.

Ils s’écrivent aussi en deux équations différentielles d’ordre 1 comme

ou sous la forme

vj—; b @)+ g(x) =0,

qui représente un cas particulier de I’équation différentielle d’Abel de deuxiéme espéce [203].
Sous certains choix appropriés de fonctions f(z) et g(x) (comme f(z) = —u(l — 22) et
g(z) = w? pour van der Pol), le théoréme de Liénard assure I'existence d'un unique cycle
limite stable autour de l'origine [147, 230).

Les cycles limites existent aussi dans certaines dynamiques de dimensions D > 2. Entre autres,
c’est le cas de plusieurs dynamiques neuronales qui, pour avoir des comportements oscillatoires
réalistes, sont souvent construites de telle sorte que le nombre de dimensions est élevé et les
équations différentielles sont hautement non linéaires. Une des dynamiques les plus connues

est la dynamique du modéle de Hodgkin-Huxley [74, 109].
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Exemple 11. Le modéle de Hodgkin-Huxley décrit I’évolution du potentiel membranaire
V 7 — R d’un neurone en considérant explicitement les courants d’entrée et de sortie
d’ions dans la membrane [55, 74, 117].2* 1l y a en réalité une grande classe de modéles de
type Hodgkin-Huxley dans lesquels diverses combinaisons de courants ioniques avec différents
paramétres dynamiques I' sont considérées. A cet effet, une base de données modelDB [106]

contient une quantité impressionnante de modéles de type Hodgkin-Huxley.

Dans cet exemple, nous nous limitons au cas classique dans lequel il y a trois courants : un
courant de potassium, de sodium et un courant de fuite (parfois relié aux ions de chlore C17)
[117]. La trajectoire n : .7 — [0, 1] décrit 'évolution de la fraction de canaux a potassium
ouvert, la trajectoire m : .7 — [0, 1] décrit la fraction de canaux & sodium ouverts et la tra-
jectoire h : J — [0,1] décrit la fraction de canaux de sodium dont la barriére d’inactivation

est activée. Les équations différentielles associées au modéle de Hodgkin-Huxley sont

CV =TI — ggn*(V — Ex) — gnam®h(V — Exa) — g (V — EL), (1.36)
i = an(V)(1 —=n) = Bp(V)n,
m = am(V)(1—=m) = Bn(V)m,
h=an(V)(1 = h) = Bu(V)h,

ou C est la capacitance, I est un courant externe, E'x est le potentiel de Nernst de l'ion
X € {K, Na, L} et gx est la conductance maximale de l'ion X. Egalement, les fonctions
ax(V) et Bx (V) avec x € {n, m, h} sont des fonctions qui décrivent l'influence du potentielles

sur 'activation des canaux. Il est standard de définir ses fonctions d’activation comme

0.001(V + 55)

0ulV) = Tom gy V) = 0125 exp(~(V £ 65)/50).  (137)
an(V) = ex%(l(rvfi)o) gy Ba(V) = dexp(=(V +65)/15), (1.38)
1

an(V) = 0.07exp(—(V + 65)/20), Bu(V) (1.39)

" 1+ exp(—(V +35)/10)°

Les paramétres pour ce modéle ont été choisis par Hodgkin et Huxley pour bien représenter
les résultats expérimentaux |74, 109]. L’inférence de ses paramétres a partir de séries tempo-
relles est un sujet de recherche encore en évolution et particuliérement difficile. 2> De plus,
le cardinal de I’ensemble de paramétres I' devient de plus en plus élevé plus le modéle est
raffiné pour y inclure des comportements biologiques réalistes (ce qui est un énorme défi en
soi). Cela a pour conséquence que ’analyse dynamique du systéme (autant mathématique
que numérique) est trés ardue. Il est aussi dangereux de surparamétrer le modéle, ce qui
pourrait mener & des comportements biologiquement impossibles et & une complexification

inutile du modéle.
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En faisant varier le courant externe I dans le modéle de Hodgkin-Huxley, une bifurcation
de Hopf survient. En le choisissant suffisamment grand et indépendant du temps, il est ainsi
possible de faire osciller les trajectoires infiniment. A la figure 1.11 (e), chaque pic dans la
solution du potentiel V' (t) est appelé un potentiel d’action et ceux-ci possédent une forme

hautement non linéaire. A la figure 1.11 (f), le cycle limite de la dynamique de Hodgkin-

Huxley est illustré dans une section de 'espace des états en V(t) et n(t).

1.3 Dynamiques sur des graphes

Dans les deux derniéres sections, nous avons montré comment les interactions peuvent étre
modélisées par un graphe et le mouvement par un systéme dynamique. Au sein d’un systéme
complexe, structure et dynamique sont cependant intimement reliées. Cela permet 1’émergence
de phénomeénes tels que la synchronisation qui est issue d’un mouvement collectif causé par
les interactions entre des oscillateurs. Il est ainsi fondamental de définir les dynamiques sur

des graphes pour traquer ce type de phénomeéne émergent.

1.3.1 Définition mathématique
Considérons tout d’abord

1. N objets en interaction dont le mouvement est régi par le systéme dynamique (Zpn, ¢) ;

2. la matrice d’adjacence A associé au graphe G = (V, ) modélisant les interactions ;

3. la trajectoire y; = (yj1 y]2- . yJD)T et l'état x; = (x]l x? xé))T d’un seul sommet j
appartenant & V = {1,..., N}.

Alors, les états du systéme sont notés (z1 2 ... xny) € Zpn et le systéme dynamique est

régi par le systéme & DN équations différentielles

ou F; gouverne I'évolution temporelle du flot propre au sommet j et P; est une fonction
2pn — RP encodant la nature des interactions entre les éléments du systéme. Nous ap-
pellerons ainsi la fonction Pj(y,...,yn) une perturbation ou une fonction d’interaction. Par
exemple, une perturbation peut prendre la forme d’une force mécanique externe ou un courant

électrique externe [I comme dans le modéle de Hodgkin-Huxley (1.36)].

24. 11 sera pris pour acquis que le lectorat posséde d’emblée les connaissances en neurosciences nécessaires a
la compréhension du modéle. Il est toutefois possible de comprendre le modéle sous la perspective dynamique,
perspective qui nous intéresse davantage dans cet ouvrage.

25. Un article par Mohammed Badhine, Patrick Desrosiers et Simon Hardy est & venir sur ce sujet. L’infor-
mation est aussi dans le mémoire de Mohammed Badhine [14].
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En considérant des interactions par paires 2%, la fonction d’interaction du j-éme sommet se

simplifie &
N

Pi(y1, . yn) =0 Y Gi(yj, yi), (1.41)
k=1

ol o est une constante de couplage permettant de jouer sur la grandeur de la perturbation.
De plus, a la sous-section 1.1.1, il a été vu que les interactions peuvent étre encodées dans la
matrice d’adjacence A définie par I’équation (1.1) (ou plus généralement dans une matrice de
poids). Nous rendons la fonction d’interaction plus spécifique encore en posant G, = A;j1G
pour tout j, k € V. Ainsi, si deux sommets j et k interagissent, alors A;;, # 0 et leur interaction

prend nécessairement la forme de G(yj,yx). Or,

N
9j = Fj(y;) + oy A Gy, yp)- (1.42)

k=1
Il sera parfois d’usage de redéfinir o — /N pour compenser I'influence de Aj; qui augmente
lorsque N devient grand. En effet, si A est la matrice d’adjacence d’un graphe complet simple,
la limite limN%oo(Zivzl Aji)/N =1 ne diverge pas. Il existe plusieurs maniéres plus sophisti-
quées de compenser I'influence de la matrice d’adjacence quand le nombre de sommets grandi

(ex. en utilisant les degrés) [11].

Cela dit, le flot du systéme dynamique dépend des paramétres de la dynamique I' et de la
structure en graphe G. Cette dépendance est notée ¢9. Egalement, nous appellerons 'équa-
tion (1.42) une dynamique sur un graphe. Celle-ci s’analyse linéairement de la méme maniére
qu’expliquée & la sous-section 1.2.2. Pour plus de détails, il est utile de se référer a la section

sur les systémes dynamiques sur des graphes de la Réf. [176, Chap. 18].

Exemple 12. Considérons N oscillateurs non identiques de van der Pol couplés par des

amortisseurs et des ressorts. La dynamique & 2N dimensions s’écrit

ij = vy, (1.43)
1 N
0j = —wizj + p(l = 2)v; + = > Ajelon vk — vj) + or(zx — 7)),
k=1

ot 0 = 1/N alors que z; et v; représentent la position et la vitesse de 'oscillateur j respec-

tivement. La correspondance avec les N trajectoires a 'équation (1.42) est y; = (z; v;)T.

26. Autrement dit, il ne doit pas y avoir de termes d’interaction dépendants des trajectoires de plus de deux
sommets. Par exemple, un terme y; o y2 o y3 n’est pas permis, car celui-ci représente une interaction triple.
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De plus, les fonctions intrinséques et d’interaction s’écrivent telles que

Vs
F(y = y )
) (W?J«“j +p(l— w?)ﬂj)

0
G(yj,yr) = ([JD(Uk —vj) + or(xk — xy)]/N> )

ol op est une constante de couplage dit diffusif et or est une constante de couplage dit réactif.
Intuitivement, les termes d’interaction de I’équation (1.43) représentent respectivement des
interactions par des amortisseurs et des interactions par des ressorts. Remarquons qu’il y
a N fonctions Fj puisque nous avons associé¢ a chaque oscillateur une différente fréquence
naturelle w;. A la référence [15], ce systéme d’équations est étudié plus en détail. De fagon
générale, ce systéme est difficile & analyser et plusieurs approximations doivent étre effectuées
pour obtenir une intuition du comportement du systéme analytiquement. A I'annexe B, nous

développons une méthode mathématique pour simplifier les équations (1.43).

Exemple 13. Considérons également la dynamique de Hodgkin-Huxley sur graphe

_ N
CV; = I; — ggn*(V; — Ex) — gnam’h(Vj — Exa) — gu(V; — EL) + g]g\a;p > A=),
k=1

nj = an(Vi)(1 —ny) — Bu(Vj)ng,
i = o (V;)(1 = my) — B (Vj)my,
hj = an(V3)(1 = ;) — Bu(V;)hy,
(1.44)

ou les fonctions oy et B, avec x € {n,m, h} sont données par les équations (1.37-1.39) et ou
un courant
_ N
Ty = 552>~ A (Vi = V),
k=1
a été ajouté. Ce courant représente un couplage de neurones par des jonctions communicantes
(gap junctions en anglais). Le couplage est non réaliste puisque de fagon générale les neurones
interagissent également via des neurotransmetteurs (NMDA, AMPA, GABA, etc.) diffusant
dans les synapses. Malgré tout, il est intéressant d’étudier ce systéme dynamique pour ses

propriétés oscillatoires et sa capacité a se synchroniser. C’est ce que nous ferons & la prochaine

sous-section pour expliquer comment extraire et mesurer la synchronisation de phase.

Prenons désormais un pas de recul sur toutes ces définitions afin d’y voir le portrait gé-
néral. Nous avons accompli un de nos objectifs : les systémes dynamiques sur des graphes
(Zpn, #"9) régis par les équations (1.42) permettent de modéliser un systéme complexe. No-
tons toutefois I’accent que nous avons mis sur le mot « modéliser ». Les systémes complexes

sont si riches que les modéles décrivent généralement qu’une infime partie des fonctions pos-
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sibles du systéme. Bien que nous puissions enrichir un modéle en ajoutant des équations et des
paramétres pour capter plus de mécanismes réels, ces ajouts rendent souvent difficile I'interpré-
tation de ses solutions et peuvent facilement mener & des incohérences avec le comportement
du systéme réel. Si 'objectif est de comprendre 1'origine de ’émergence d’un phénomeéne col-
lectif, il vaut peut-étre mieux viser un modéle plus simple, mais juste assez complexe pour y

voir apparaitre le phénoméne d’intérét.

Cependant, méme les dynamiques sur des graphes les plus simples ne permettent pas direc-
tement de quantifier '’émergence d’un phénomeéne (ex. & quel point un systéme d’oscillateurs

est synchronisé). Pour ce faire, il faut relever le défi de définir des observables dynamiques.

1.3.2 Observables dynamiques et phase

A la section 1.1, des observables S ont été définies pour caractériser la structure d’un systéme.
De facon analogue, il est possible de définir des observables D qui caractérisent plutét leur
dynamique. Puisque nous voulons évaluer l'effet de la structure sur la dynamique, nous défi-
nissons les observables dynamiques dans le cadre plus général des dynamiques sur des graphes

(Zpn, ¢"9) comme les fonctions

D: r%/DN — @dn

(€, ... zx)T = D(xy,...,2zN), (1.45)

oun < N et d< D sont des entiers positifs. Notons que la définition d’observable est géné-
ralisée au sens ou la valeur de 1'observable est vectorielle (dimension dn) plutot que scalaire
comme pour 'observable structurelle (1.2). L’observable dynamique le plus simple est l'iden-
tité Dy(x1,...,xn) = (21 ... xx)T qui retourne simplement I’état dynamique. Dans un tel
cas, n = N et d = D. Un autre exemple d’observable dynamique simple est la moyenne sur
les sommets (z)y = + Zjvzl x;, qui est une fonction de Zpn vers Z; (n = 1). Un dernier
exemple important d’observable dynamique lors de 'analyse d’une série temporelle 27 est la

phase.

En intégrant numériquement les équations différentielles d’oscillateurs couplés, les séries tem-
porelles (y;(1) ... wy;(T)) pour tout j € {1,...,N} sur l'intervalle de temps 7 = [0,
peuvent étre calculées. Afin d’évaluer le niveau de synchronisation d’un systéme, il est utile
d’extraire la phase de chaque oscillateur j pour tout ¢ € 7. Pour se donner une intuition du
concept de phase, il est pertinent de considérer le cas de l'oscillateur harmonique. Comme
mentionné précédemment, la solution de la dynamique de 'oscillateur harmonique (1.32) est

x(t) = Acos(wt + ¢). La phase de l'oscillateur est ainsi

0(t) = wt + ¢, (1.46)

27. ...ou d’un signal dans le langage de I'analyse des signaux...
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ce qui est simplement 'argument de la fonction périodique cosinus. La phase indique donc &
quelle vitesse angulaire w l'oscillateur oscille. Le terme ¢ est la condition initiale de la phase,
c’est-a-dire 6(0) = . La figure 1.12 illustre cette derniére relation. Notons que nous aurions
pu définir # comme une fonction de ¢ vers R modulo 27 a I’équation (1.46). Le graphique a la
figure 1.12 de 6 selon le temps aurait donc plutot 'allure de dents de scie, car chaque fois que

la droite atteint 27, elle est envoyée & 0 puisque 0 ~ 27.

0t)e R
47 f
3T

teT

FIGURE 1.12 — La phase 6 selon le temps t.

Puisque v(t) = (t) = —wAsin(wt 4 ¢), nous vérifions aisément que

f(t) = — arctan ( o(t) > , (1.47)

wx(t)

ce qui signifie qu’il est possible d’exprimer la phase & partir de la solution y(t) = (z(t) v(t)).
De facon générale, la solution (z(t) wv(t))? d’une certaine dynamique oscillatoire [ex. la dy-
namique de van der Pol (1.35)] permet toujours d’introduire une phase par le biais de I’équa-
tion [31, 186]

b(0) = —anctan (2 (1.18)

ol nous avons simplement retiré la fréquence angulaire de 'équation (1.47).%% Une autre
méthode pratique pour mesurer la phase d’une série temporelle (un signal) est en utilisant les
transformations intégrales [31, 87, 186, 191].

Exemple 14. Soit une série temporelle y;(t) = (z;(t) z;j(t) ...)T pour tout j € {1,...,N}

d’une dynamique sur un graphe oi la solution x;(t) oscille. Définissons N nombres complexes
Git) = aj(t) +iH (w(t)) = A;(t)e' D),

ot H est la transformée d’Hilbert de la fonction z;(t), c’est-a-dire

[e.e]

z;(7) dr

t—T

Hry(t)) = %P.V. /

—00

avec P.V. représentant la valeur principale de Cauchy. En procédant ainsi, une phase

0;(t) = arg ¢;(t), (1.49)
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est obtenue pour chaque oscillateur j du graphe. Numériquement, dans le langage de program-
mation Python, il suffit d’utiliser scipy.fftpack.hilbert pour évaluer la transformée d’Hilbert
H(z;(t)). En 1999 et en 2001, cette technique a été utilisée en neurosciences pour établir

les liens entre les patrons de synchronisation d’ensembles de neurones et certaines taches

cognitives du cerveau comme la perception [136, 207, 212, 242].

Les équations (1.48) et (1.49) définissent ainsi deux observables pour la phase. En effet, en
utilisant la définition (1.45), I'équation (1.48) définit l'observable

Oy: ' CR? - R, (1.50)
on D=2 N=1,d=1etn =1, alors que 'équation (1.49) définit N observables de la forme
0,: ZFCR —» R, (1.51)

ot D=1, N=1,d=1etn=1. A lasection 2.2 du chapitre 2, nous définirons une autre

observable dynamique permettant de définir une phase.

Dans ce mémoire, le concept de phase est essentiel, puisque si nous sommes en mesure de
Pextraire correctement d’une série temporelle, nous sommes & un pas de pouvoir quantifier le

niveau de synchronisation du systéme.

1.3.3 Synchronisation

Il est fascinant de constater I’émergence d’ordre dans la nature. Les lucioles s’illuminent &
I'unisson. Les violonistes d’un orchestre jouent en harmonie. Les pendules d’horloges cote a cote
finissent par osciller au méme rythme. Les neurones s’activent collectivement en s’échangeant
des neurotransmetteurs. Les membres d’une troupe de danse accomplissent des mouvements
coordonnés avec la musique. La cohérence entre les photons émis dans une cavité permet la
génération d’une impulsion laser. Des milliers de poissons s’orientent les uns par rapport aux
autres pour éviter les prédateurs. Ces phénoménes coordonnés, bien que d’origines diverses,

se regroupent sous un méme théme, celui de synchronisation [229].

Le terme « synchronisation » provient du grec ovyypovo( signifiant « ensemble » et « temps »
ou littéralement « survient en méme temps » [31]. Il y a plusieurs mécanismes différents dans
lesquels des événements surviennent simultanément et le concept de « synchronisation » est
condamné & vouloir dire différentes choses dépendant du contexte. A 1’aide de la physique et de
la dynamique non linéaire, il est toutefois possible de définir différents types de synchronisation
mathématiquement. Dans cette sous-section, nous définissons donc la synchronisation parfaite,

la synchronisation en fréquence et la synchronisation de phase.

28. Pour un systéme dynamique (C, ¢) de trajectoire w = = +1iy, 'argument de w est une phase § = argw =
arctan2(y, ).
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Synchronisation parfaite

La synchronisation parfaite est un phénoméne qui émerge temporellement des interactions
entre les oscillateurs dont les trajectoires tendent & devenir identiques. Plus formellement, s’il
existe une solution y;(t) = s(t) de la dynamique sur un graphe (1.42) pour tout j € {1,..., N},
alors les N orbites O; = {y;(t)|t € 7} sont synchronisées parfaitement [11]. 2

Exemple 15. A la figure 1.13 (Gauche), les orbites (courbes) se rapprochent de plus en plus
au fil du temps jusqu’a ce qu’elles se superposent. Autrement dit, les orbites se synchronisent.
Pour mesurer la synchronisation, nous avons introduit I’'observable dynamique exp(—y) ou
X est la variance de la position des oscillateurs par rapport a la position moyenne (x)y =

N T
+ > j—1 %, Cest-a-dire

N
2
X N Z(% —(@)v)”
j=1
Ainsi, lorsque la variance y est élevée, les oscillateurs sont dispersés et exp(—x) tend vers 0.
Cela signifie alors que les oscillateurs ne sont pas synchronisés. A l'inverse, si x = 0, alors
exp(—x) = 1 et les oscillateurs sont parfaitement synchronisés. Puisque exp(—x) quantifie le
niveau de synchronisation, nous I'appelons une observable de synchronisation. A la figure 1.13

(Droite), I’émergence de la synchronisation dans le temps est illustrée a ’aide de 'observable

de synchronisation exp(—yx).

1.00
_0.751
D
& = 0.50 -
&
0.25 1
T T T OOO T T T
0 250 500 0 250 500
t t

FIGURE 1.13 — Synchronisation des oscillateurs de van der Pol (1.43) sur un graphe tiré du modéle
de Gilbert G(N, p) [section 1.1.3] ot N =100, p = 0.1, w? = 0.1, =1, og = 0.1 et op = 2. (Gauche)
Solutions x;(t) & I'équation (1.43) pour j € {1,..., N}. (Droite) Emergence de la synchronisation entre
les oscillateurs quantifiée avec exp(—y) par rapport au temps.

Il existe plusieurs autres méthodes pour mesurer la synchronisation parfaite. L’une des plus
pratiques consiste a utiliser la fonction maitresse de stabilité [11, 31, 46, 114, 194]. Il existe
aussi un formalisme unificateur de la synchronisation, c’est-a-dire un formalisme qui réunit

plusieurs définitions de la synchronisation en une seule définition [30, 31]. Cependant, dans

29. Par abus de langage, la terminologie état synchronisé est souvent utilisé plutot que celle d’orbite syn-
chronisée.
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la suite de cette sous-section, nous nous concentrerons plutét sur comment les phases de
chaque trajectoire tendent & devenir identiques. Autrement dit, nous nous intéressons a la

synchronisation de phase.

Synchronisation de phase

Pour mesurer le niveau de synchronisation de phase global, c’est-a-dire dans tout le graphe G

du systéme dynamique (2, #'9), nous introduisons la fonction

N
1 4
R(0) = Ze“’f : (1.52)
7j=1
ot @ = (A; ... On)T est une fonction de .7 vers RY. La fonction R est une observable de

synchronisation souvent appelée le paramétre d’ordre de Kuramoto [211].

Bien que cette observable de synchronisation de phase ne soit pas universelle pour une dyna-
mique sur un graphe, il est utile de bien le comprendre avant d’introduire des mesures plus
raffinées comme au chapitre 3.3 Pour éviter toute confusion dans la notation, définissons les

fonctions 0, z, R et Z a l'aide de diagrammes commutatifs :

7 LRV 25TV t 9 (1 ...19N)T —Z, (6191 ...ewN)T
R 1.53
R% l A oZ m JV/R (1.53)
|-leZ
[Oa 1] r
ou|-|:C— R* est la fonction du module d’un nombre complexe. Intuitivement, la fonction

0 est la trajectoire des N oscillateurs dans les réels et la fonction z est une surjection qui
envoie la phase de chaque oscillateur vers une position sur le cercle unité, aussi nommeé tore
unidimensionnel T!. Il sera commode de noter la position d'un oscillateur par la variable
¥ € R et d’illustrer cette position sur le cercle unité. Cette représentation est présentée a la
figure 1.14.

Ajoutons aussi que la fonction R prend N phases et renvoie un réel entre 0 et 1, alors que la
fonction composée R o 0 est la trajectoire de l'observable de synchronisation confinée entre 0
et 1. Il y a d’ailleurs une interprétation trés intuitive a ’'observable de synchronisation (1.52) :
elle représente le module du centre de masse des oscillateurs situé dans D!, soit le disque unité

[229].3! En effet, de I'équation (1.52) et du diagramme (1.53), nous déduisons que

k=7,

30. A ce propos, un article intéressant sur les mesures de synchronisations de phase introduit un paramétre
d’ordre dit universel [223]. Au chapitre 3, nous utiliserons une observable de synchronisation dans laquelle les
poids attribués a chaque oscillateur dépendront de leur importance dans la structure en graphe.

31. Le site Complexity FExplorables présente une excellente simulation du comportement de la me-
sure de synchronisation de phase pour le modéle de Kuramoto [sous-section 2.2.2] : https://www.
complexity-explorables.org/explorables/ride-my-kuramotocycle/
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FIGURE 1.14 — (a) Schématisation de la position e?” d'un oscillateur sur le tore unidimensionnel T*
dans le plan complexe et sa simplification en (b).

N

Z = Re'® = v > zi=(2)y, (1.54)
j=1

est une fonction de TV vers D! et & = arg(Z) est une fonction de RN — R retournant la

phase collective des oscillateurs. La figure 1.15 illustre cette interprétation.

Yy

&

FIGURE 1.15 — Tllustration intuitive de l'observable de synchronisation R(d, 92, ¥3,%4) =1 € [0,1]
dans le plan complexe. De plus, la phase ®(91,J2,93,94) = ¢, de sorte que la position du centre de
masse illustrée par I'étoile bleue dans D' est re’® = (et + 2 4 s 4 ei1) /4,

Cette interprétation intuitive de I’observable (1.52) nous indique la prozimité des oscillateurs

2 mais qu’est-ce qu’elle nous renseigne sur la synchronisation ? A la figure 1.16, nous

sur le tore
illustrons intuitivement la synchronisation d’oscillateurs sur le tore pour un moment précis de

la trajectoire du systéme lorsque ¢ est grand. Les orbites d’un systéme de IV oscillateurs sont

1. synchronisés en fréquence® partiellement lorsque les vitesses angulaires de n < N os-
cillateurs tendent vers une vitesse angulaire commune lorsque t — 00
2. synchronisés en fréquence parfaitement lorsque les vitesses angulaires des IV oscillateurs

tendent vers une vitesse angulaire commune lorsque t — oo [66] ;

32. Autrement dit, 'observable mesure le degré d’alignement des vecteurs unités donnant la position de
chaque objet sur le cercle unité. C’est donc une mesure de polarisation et celle-ci est grandement utilisé dans
létude des mouvements collectifs [245].

33. En anglais, nous voyons fréquemment les termes « frequency synchronization » ou « phase-locking » pour
parler de synchronisation en fréquence.

45



3. synchronisés en phase si les solutions 0;(t) des N oscillateurs j sont identiques lorsque
t — oo [66]. 34

La synchronisation en phase implique la synchronisation en fréquence parfaite. De plus, gros-
siérement, si aucun mouvement collectif clair ne survient, nous dirons que les orbites sont
incohérentes ou mon synchronisées. Dans plusieurs contextes, cela se traduit par une petite
valeur de l'observable de synchronisation R(@) ot la valeur minimale de I'observable dépend
généralement du nombre d’oscillateurs. Il faut toutefois faire attention a certains cas particu-
liers, dont celui de 1'état écarté (« splay state »). Cet « état » est en fait une solution pour
laquelle les orbites sont synchronisées en fréquence parfaitement, mais les oscillateurs sont dis-
tribués uniformément sur le tore. Par conséquent, la valeur de I’observable de synchronisation
est r = 0 ]66]. Or, lorsque r € [0, 1), il est difficile, voire impossible, de connaitre le mouvement

collectif sous-jacent seulement & partir de I'observable de synchronisation R(6).

Synchronisation Synchronisation N
. . ) Synchronisation
Incohérence en fréquence en fréquence
. . de phase
partielle parfaite

FIGURE 1.16 — Illustration intuitive de la synchronisation en fréquence et en phase. Les différentes
couleurs des oscillateurs représentent différentes vitesses angulaires. La vitesse angulaire commune est
illustrée par le vert pale.

La derniére discussion ne rend toutefois pas ’observable inintéressante, puisqu’elle permet tout
de méme connaitre la proximité des oscillateurs sur le cercle unité et s’ils sont synchronisés
en phase. En effet, a la figure 1.16, nous observons qu’il y a synchronisation de phase lorsque

r =1, ce que nous démontrons dans le prochain exemple.

Exemple 16. Les oscillateurs se synchronisent en phase (r = 1) si et seulement si 9; =
¥}, mod 27 pour tout j, k € {1,..., N}. Tout d’abord, notons que |Z(2)|?> = Z(z)Z(z) = R2.
Ainsi, 'équation (1.52) et le diagramme (1.53) impliquent que

N N
1 (9 — 1 , .
r? = N2 g ! V5=0k) = N2 E 1+ E cos(Vj — V) + 1 E sin(v; — V)| ,
Jk=1 j=k=1 j#k £k

9

ot I'on a utilisé la formule d’Euler e?’ = cos1) + 4 sin 9. Puisque le sinus de la différence entre

¥ et ¥y est une fonction antisymétrique, les termes sin(d; — ) et sin(dy — ¥;) s’annulent

34. Notons que notre définition de la synchronisation de phase est similaire a notre définition de synchroni-
sation parfaite, mais pour des trajectoires sur le tore unidimensionnel.
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et la somme tombe & 0. De plus, puisque la fonction cosinus est paire,

1 2
2= N + e Zcos(ﬁj — Jg).
i<k

r

La valeur maximale du cosinus étant 1, nous en dégageons l'inégalité

212 (NIN=-D)
"=NT N2 2 -

Ainsi, 72 <1 <= |r| <1 <= r <1, car r > 0. En se concentrant sur le cas de I’égalité

r = 1, nous déduisons le résultat attendu, soit
r=1<+= r?=1

N
— Z 0 —0k) _ N2

k=1
= U, -0y =2nl, l€Z, Vjke{l,..,N}
< U; =V, mod 2w, Vj, ke {l,..,N}. CQFD

Plutot que de s’intéresser & comment la synchronisation émerge dans le temps, nous nous inté-
ressons souvent & comment le systéme se synchronise dépendant des paramétres dynamiques
I" et des observables structurelles S. Pour éliminer I'influence du temps sur la synchronisation,
il suffit d’intégrer R(O(t)) selon le temps :

(R)y = — /ym R(O(1)) dt, (1.55)

th =1t
ou (-); a été privilégiée aux dépens de () 7/ pour alléger la notation. De plus, le sous-intervalle
de temps 7" = [t;,t}] est typiquement choisi comme la fin de l'intervalle .7. La raison de
ce choix est que nous voulons savoir, pour des paramétres structurels et dynamiques donnés,
quel niveau de synchronisation est atteint par le systéme lorsque les variations de ’observable
deviennent faibles, voire nulles. Dans les systémes dynamiques que nous étudierons, les trajec-
toires R(0) ne convergent généralement pas vers un point d’équilibre. Effectivement, aprés un
certain temps, elles fluctuent plutét autour d’une certaine valeur que nous mesurerons avec
la moyenne (R);. Notons que si la période des oscillations de I'observable est grande pour
tout ¢, il est important que les intervalles .7 et .7’ soient choisis suffisamment grands. Nous
avons généralement utilisé la méthode brute d’observer les séries temporelles pour plusieurs

paramétres de la dynamique pour choisir les intervalles de temps.

Exemple 17. En moyennant temporellement la courbe de la figure 1.13 (b), nous avons
(exp(—x))e = 1 avec ' = [490,500]. Ainsi, il est possible de dire que pour N = 100,
p=01w?=01u=1 0r =0.1et op = 2, les trajectoires de la dynamique de van der

Pol sur G(N, p) se synchronisent parfaitement. Si .7 = [0, 250], alors (exp(—x)): est plutot
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autour de 0.5, ce qui n’est pas vraiment d’intérét.

L’équivalent pour des intervalles discrets de temps 7 et .’ de I’équation (1.55) est

N
(R), N;g, DI (1.56)

Jj=1teT’
Cette mesure est utilisée numériquement et expérimentalement sur les séries temporelles.

D’ailleurs, lorsque la moyenne est effectuée sur tout Uintervalle temporel (7' = .7), cette

mesure est appelée en neurosciences la mesure MPS pour multivariate phase synchrony [118|.

Nous pouvons également définir des observables de synchronisation mésoscopiques, c’est-a-
dire des mesures qui indiquent & quel point les oscillateurs de chaque module d’un graphe

modulaire sont synchronisés, soit

1 ,
Ru(6,) = E Z e’ ) (1.57)
JE€By

ot u € {1,...,q} et 8, = (0;) ep,- En moyennant par rapport au temps, nous obtenons

(Bl = gz | 2 2 @), (1.58)

JEB, te T’

La mesure de la synchronisation au niveau des communautés permet d’étudier des phénoménes
qui n’apparaissent pas toujours avec des mesures globales, comme les chiméres caractérisées par
la coexistence de trajectoires R, (6,,) parfaitement synchronisées et partiellement synchronisées
[chapitre (3)]. L’étude de la synchronisation au niveau mésoscopique permet méme de détecter
les communautés d'un graphe [105, 262]. Dans ce mémoire, nous utiliserons les observables
de synchronisation mésoscopique afin d’étudier 'impact de la structure en communautés d’un

graphe sur la synchronisation, comme dans ’exemple suivant.

Exemple 18. En intégrant numériquement la dynamique du modéle de Hodgkin-Huxley
(1.44) sur le SBM moyen (1.24) a 2 blocs, nous extrayons la phase de chaque oscillateur
numériquement a l’aide de la méthode de la transformée d’Hilbert (exemple 14). Nous me-
surons ensuite la synchronisation de phase pour plusieurs valeurs de couplage gg.p entre
les neurones avec 'observable de synchronisation globale (R); (1.56) et mésoscopique (R);

(1.58) ot 7' = .7 = (0,0.02, ..., 200).

A la figure 1.17, deux comportements collectifs différents sont observés. A la figure (1.17)
(Gauche), les courbes des transitions vers la synchronisation au niveau des communautés
((R1): et (R2):) sont presque identiques. Cela s’explique par le fait que les communautés
sont de tailles identiques (N7 = N2 = 50) et qu’elles interagissent trés peu (pous = 0.01). Les
communautés se synchronisent ainsi de plus en plus en augmentant gg.p,, alors que la syn-
chronisation au niveau global reste plutot faible (de I'ordre de (R); = 0.4 ). A la figure (1.17)
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1.0 A 1.04
0.8 1 0.8 1
0.6 0.6
0.4 1 0.4 -
— (R) — (R
0.2 1 — (B 0.2 1 — (B
—— (Ry): —— (Ra)y
0.0 T T T T 1 0.0 T T T T 1
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
Jgap Jgap

FIGURE 1.17 — Courbes de synchronisation en phase globale (courbe grise foncée) et mésoscopique
(courbes en bleu et en orange) de la dynamique de Hodgkin-Huxley sur le SBM moyen par rapport
au couplage Jgap. (Gauche) pin = 0.4 et poue = 0.01. (Droite) Cas plus dense au sein des commu-
nautés et entre les communautés ol pin = 0.8 et pout = 0.3. Parameétres : N = 100, N; = N = 50,
I=(I;)nx1~ (100 104 .. 50.0)7, By = {1,...,50}, B, = {51,...,100}.

(Droite), les premiéres transitions vers la synchronisation sont plus abruptes et surviennent
(qualitativement) avant celles de la figure de gauche. Cela s’explique par le fait que le graphe

est plus dense a droite qu’a gauche.

Autrement dit, les neurones sont couplés plus fortement & droite ce qui permet ’atteinte
d’un état plus synchronisé ((R); ~ 0.8) & un geap plus faible (autour de ~ 0.5 plutot que
~ 1 a gauche). Un fait intéressant a remarquer dans la figure de droite est que la premiére
communauté semble subir une double (et méme triple) transition de phase, ce qui induit
aussi une double transition de phase dans la courbe de synchronisation globale. Les neu-
rones de la deuxiéme communauté, recevant des courants plus élevés que les neurones de la
premiére communauté, semblent se synchroniser au détriment de la premiére communauté.

Il y a ensuite une inversion, les neurones de la premiére communauté sont légérement plus

synchronisés que celles de la deuxiéme communauté a partir de ggap ~ 2.

La méthode d’extraction de la phase utilisée dans le dernier exemple est particulierement
utile dans un cadre expérimental ou dans des dynamiques sur des graphes dont le traitement
analytique est ardu. Avec cette méthode, il est cependant difficile d’extraire les mécanismes
importants du systéme expliquant 1’émergence de la synchronisation. Pour élucider ’appari-
tion de la synchronisation, il est ainsi pertinent d’envisager une simplification des systémes
dynamiques sur des graphes. Une maniére de procéder est en réduisant la dimension DN de

ses systémes, ce qui est I'objet des prochains chapitres.
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Chapitre 2

Réduction dimensionnelle et

dynamiques de phase

Les systémes complexes sont plus tangibles lorsque décortiqués minutieusement en leurs com-
posantes dynamiques et structurelles importantes. Ce travail de décortication est toutefois
délicat : les propriétés dynamiques et structurelles essentielles a 'apparition d’un phénoméne
émergent ne se manifestent pas nécessairement dans les équations différentielles d’une dyna-
mique sur un graphe. En effet, un jeu subtil entre la structure et la dynamique peut mener
a des régimes inattendus et une simplification naive du systéme peut faire disparaitre ces

régimes.

Systémes complexes

Un exemple de simplification qui nécessite de la pru-

Dynamiques
sur des graphes

dence est la réduction de la dimension d’un systéme dy-

Structure
Réductions

dimensionnelles
Dynamiques de phase

namique sur un graphe. Comme introduit au chapitre 1,

nous considérons les dynamiques a DN dimensions sur ot

Antonsen

des graphes ot IV est le nombre de sommets des graphes
et D est la dimension de la dynamique de chaque som- RS
met. Pour une dynamique sur un graphe utilisée comme
modéle d’un systéme complexe, la dimension est typique-
ment €élevée et finie, c’est-a-dire 1 < DN < oo, ce qui

complexifie grandement la tache de réduction.

L’objectif de ce chapitre est d’introduire des méthodes de réduction dimensionnelle pour les
dynamiques de grande dimension. Comme il existe une quantité importante de ces méthodes,
nous nous concentrerons sur celles qui s’appliquent aux dynamiques de phase. Aprés avoir
discuté des enjeux principaux de la réduction dimensionnelle, nous présenterons comment
transformer une dynamique d’oscillateurs & DN dimensions en une dynamique de phase & N
dimensions. Cela nous permettra ensuite de définir le fameux modéle de Kuramoto sur lequel

nous appliquons deux méthodes efficaces de réduction dimensionnelle.
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2.1 Notions préliminaires

Par réduction dimensionnelle, nous entendons une méthode qui réduit le nombre de dimensions
DN d’une dynamique sur un graphe. Un systéme dynamique (g, 1) est dit réduit par rapport

au systéme dynamique (Zpn, @) si le diagramme suivant est commutatif :

Py —2 Xy 1(0) . yn (0)T 2 (y1(t) ... yn ()T
o) |2 | o 2.1)

ou dn < DN, YDy, est 'espace des états réduit et ¢, est le flot réduit. De plus, la dynamique
de (Dan, V) est

du = % D(y1,...,yn)| = H(dy,....d,), pe{l,..,n}, (2.2)

ot H : Dy, — R est le champ vectoriel réduit du systéme. Nous dirons que la dynamique
en y; de (Zpn, @) est la dynamique compléte et que la dynamique (Zgp, 1) est la dynamique

réduite.
Il y a deux défis majeurs qui rendent difficile 'obtention d’une dynamique réduite (2.2) :

1. Trouver une observable dynamique D significative ;

2. Fermer la dynamique par rapport a cette observable D.

En effet, le défi 1 est de trouver une mesure du phénomeéne d’intérét. Par exemple, pour mesurer
la synchronisation, les observables de synchronisation exp (—x) et R [chapitre 1] pourrait étre
utilisées. Cependant, comme nous le verrons dans ce chapitre, au chapitre 3 et & 'annexe B,

il n’est pas toujours aisé de trouver ces observables.

De plus, il n’est pas garanti que la dynamique soit fermée pour 'observable d’intérét (défi
2). Par dynamique fermée, nous entendons une dynamique qui ne dépend plus explicitement
des DN trajectoires de la dynamique compléte, ce qui est le cas s’il est possible de trouver
la deuxiéme égalité de 1'équation (2.2). Intuitivement, la fermeture de la dynamique réduite
signifie qu’il est possible de décrire un mouvement collectif (régis par les dn observables)
indépendamment du mouvement de chaque sommet (régis par les DN trajectoires). Ainsi, il
est important que I'observable dynamique choisie constitue une transformation astucieuse des

trajectoires de la dynamique compléte.

Exemple 19. Soit N oscillateurs harmoniques découplés et de vitesse angulaire w. La dy-

namique compléte est simplement ; = v;, ©v; = —w2xj de sorte que DN = 2N. La position
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moyenne et la vitesse moyenne des oscillateurs, soit

| X
:szj et V(vy,...,oN)
j=1

X(xlv 7‘TN)

1 N
= N Zvjv (23>
j=1

définissent une observable dynamique D = (X V)T La dérivation par rapport au temps

de X et V nous procure une dynamique réduite de dimension 2 :

A 1Y

X = N;xj szz:v':V,
] 1 N 2 N
Ve ti= f@;

Il
—

J

ol nous avons utilisé les équations différentielles de la dynamique compléte a la deuxiéme
égalité et la définition des moyennes (2.3) a la troisiéme égalité. Ces manipulations sont au

coeur de la démarche de fermeture.

Comme le démontre le prochain exemple, il n’est toutefois pas toujours possible de fermer les

équations différentielles.

Exemple 20. Considérons cette fois-ci que chaque oscillateur harmonique j posséde une
vitesse angulaire w;, de sorte que la dynamique compléete est &; = v;, v; = w] x;. Nous

obtenons toujours X = V', mais
N
2
N 2T
=1

ce qui ne permet pas d’exprimer V en fonction de la position moyenne X. Toutefois, si
les vitesses angulaires sont approximativement égales (distribuées autour d’une valeur trés
localisée), alors w; ~ (w)y pour chaque oscillateur j € V. L’équation différentielle de la

vitesse est ainsi

Vx —(w)iX.

La réduction dimensionnelle de 'exemple 19 est dite ezxacte et la celle de 'exemple 20 est
dite approzimative. Il est malheureusement plutét rare de trouver des réductions dimension-
nelles exactes. A la prochaine section, une réduction dimensionnelle approximative permettant

d’obtenir une dynamique de phase est introduite.

2.2 Réduction dimensionnelle en une dynamique de phase

I1 est généralement difficile de comprendre les mécanismes issus d’une dynamique sur un graphe
engendrant la synchronisation. Les dépendances non linéaires entre les différentes trajectoires
y},y?, ... dans les systémes dynamiques de dimension D élevée contribuent grandement a la

complexité du probléme (ex. le modéle de Hodgkin-Huxley). Il est ainsi naturel de se de-
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mander s’il est possible de réduire la dimension D de la dynamique & DN dimensions pour
parvenir & une nouvelle dynamique de dimension plus faible, plus facile & analyser et héritant
des propriétés dynamiques d’intérét de la premiére. Il se trouve que lorsque les oscillateurs
sont faiblement couplés, I'amplitude des oscillations de leur trajectoire joue un réle mineur
dans I’émergence de la synchronisation [202]. En éliminant 'influence de 'amplitude et en

considérant le cas des couplages faibles, il ne reste que 'influence des phases.

2.2.1 Explication de ’approche

L’objectif de cette sous-section est de présenter quelques réflexions nécessaires a 1’obtention
d’une dynamique de phase a partir d’'une dynamique sur un graphe. L’idée derriére la réduction
est de profiter du fait que les trajectoires des oscillateurs restent prés de leur cycle limite
stable pour leur associer une phase. Selon les déviations des trajectoires par rapport aux
cycles limites, nous voulons trouver comment les déviations perturbent la phase de chaque
oscillateur. Ainsi, il est possible de complétement décrire le comportement des oscillateurs

prés de leur cycle limite en termes des phases et de comment elles sont perturbées.

Etant donné que les techniques pour déduire des dynamiques de phase sont abondantes, avan-
cées mathématiquement et toujours en développement [49, 145, 199, 257|, cette section se
voudra plus concise et descriptive. En effet, la réduction de I’équation (1.42) en une dyna-
mique de phase est plutot corsée : il faut oeuvrer en DN dimensions. Il est donc plus aisé
de réduire en phase I'équation y = F(y) pour ensuite généraliser aux dynamiques sur des

graphes.

Soit un oscillateur possédant un cycle limite C stable dans 2 C RP. Considérons de plus les

trajectoires y© sur le cycle limite paramétrant les courbes Ogg [figure 2.1].

FIGURE 2.1 — Paramétrage d'une courbe O (orange) sur le cycle limite C (bleu) dans l'espace des
états 2 par la trajectoire y°.

Puisque le cycle limite C est une variété unidimensionnelle de R, il est possible de paramétrer
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le cycle par une trajectoire sur R [199]. Définissons cette trajectoire comme une fonction de
phase 0 : 7 — R associée & un flot ¢ : 7 x R — R sur I'espace des phases R. Nous visons
ainsi & obtenir un nouveau systéme dynamique (R, ) unidimensionnel & partir d’un systéme

dynamique (Zp, ¢).
Il est d’abord commode de définir la fonction lisse bijective
0°:C—-R
x€ — 9, (2.4)

et de la mettre en relation avec les autres quantités introduites précédemment dans les dia-

grammes commutatifs suivants :

9*“0 C t%yc x€
7 |
R——T! 9 — et?

ou nous avons seulement spécifié les fonctions d’intérét pour la démarche. Connaissant la
période T & laquelle oscillateur effectue un cycle sur C, la vitesse angulaire sur C est donné
par w = 27 /T. La vitesse angulaire sur le 1-tore est la méme que celle sur C et donc

. dor(y’)

w=10 g = Ve (¥) 9" = VaO°(y) F(y°), (2.5)

ol nous avons utilisé la définition de ©° (2.4) et la dérivation en chaine a la deuxiéme égalité
[202]. De plus, V0°(y°) est le gradient de la fonction ©¢ o y© par rapport a « et - est un
produit scalaire. L’équation (2.5) définit une premiére dynamique de phase 0 = w. A partir
d’un point de référence donnée, 1’oscillateur parcourt tout simplement le cercle & une vitesse

angulaire w pour tout t € .

Qu’arrive-t-il cependant si l'oscillateur est perturbé? Puisque nous voulons dégager une dy-
namique de phase pour un graphe d’oscillateurs régi par I’équation (1.42), il est essentiel de se
demander quel est 'effet d’'une perturbation externe sur un oscillateur. Soit une perturbation

de l'oscillateur

p: 7 > RP
t— p(t).

Si la perturbation est additive, alors la dynamique perturbée est
y="F(y) +p (2.6)

Comme vu précédemment, lorsque le systéme n’est soumis & aucune perturbation, les points

¢ du cycle limite se parameétrent directement par un angle .. Cependant, une perturbation p
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peut faire dévier la trajectoire du cycle limite et la fonction ©° ne permet donc plus d’assigner

un angle & une trajectoire y perturbée en dehors du cycle limite.

Il est ainsi fondamental d’étendre la notion de phase au bassin d’attraction B(C) du cycle
limite C, ce qui sera possible si la perturbation p est faible [199, 202|. Il est sous-entendu dans
toutes les dynamiques de phase utilisées dans ce mémoire que cette extension est possible. Pour
définir une phase lorsque 'oscillateur est perturbé, il est commode d’introduire la fonction de

phase asymptotique

©:B(C)—R
x— O(x) =1,
ou la quantité ¥ est appelée la phase asymptotique [199], mais par soucis de concision, nous

abandonnerons presque toujours l'adjectif asymptotique. Les derniéres quantités mathéma-

tiques introduites se résument comme suit :

7 2 B©)

| ] ;

R——T!

S o+

}L m
/4fl
i
z el
Contrairement & ©¢, la fonction © n’est pas bijective. En effet, des points en dehors du cycle
limite (mais dans le bassin d’attraction) pourront étre associés & une méme valeur de phase
par ©. Il en découle ainsi le concept d’isochrone [202]. Un isochrone est un ensemble de points

@ du bassin d’attraction B(C) qui ont la méme phase asymptotique O(x) = 9, soit

I(W)={xecBC)|O(x)="1}. (2.7)
I(’191 ) L1 c et
(C] z
10y FOOERST /—\\\_
a:(C) 3 61190
)
vA (192) 6“92

FIGURE 2.2 — Schématisation de la transformation des coordonnées x dans le bassin d’attraction du
cycle limite B(C) a la coordonnée ¥ sur le 1-tore Z!. Les isochrones Z(¥J) (2.7) sont illustrées pour
trois points dans B(C) dont un directement sur le cycle limite, soit «§. Notons que les états x; et les
phases U; représentent différentes positions d’un méme oscillateur et non plusieurs oscillateurs comme
dans les figures 1.16-1.15 de la section 1.3.3. Cette figure est inspirée de la Réf. [199].

Ceci étant dit, la dynamique de phase s’obtient par dérivation en chaine :

) d@(y)
0 =
dt

=V.O0(y)  ¥y=V0(y)- [F(y) +p|. (2.8)
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En considérant que la perturbation p est faible, la trajectoire perturbée est environ égale a
la trajectoire sur le cycle limite, c’est-a-dire que y =~ y°¢. Autrement dit, la perturbation est
suffisamment faible pour garder la trajectoire dans le bassin d’attraction du cycle limite. Cela

nous permet d’utiliser ’équation de la vitesse angulaire (2.5) pour effectuer ’approximation

) ~ w4 ViO(y°) - p. (2.9)

Pour mieux voir la dépendance en 6 du deuxiéme terme du coté droit de I'équation (2.9), il
est utile de réaliser certaines manipulations. Tout d’abord, sans perte de généralité, un point
de référence xl; est défini sur le cycle limite telle que ©%(xS;) = 0 (la phase 0). La solution
) = wt.
L’inversion de cette derniére relation implique que t(f) = 6/w. Cette inversion permet de
définir S(0) = V,0O(y“(t())) et de conclure que

a la dynamique de phase non perturbée (2.5) est alors simplement 0(t) = wt + ©°(x¢;

0=w+S8(0) - p, (2.10)

ol 0 est redéfinie comme la dérivée de la phase de loscillateur perturbé afin d’abandonner
le symbole d’approximation. La fonction S(#) définie précédemment s’appelle la fonction de
sensibilité en phase.! De facon intuitive, cette fonction quantifie la réponse de l'oscillateur a

une perturbation externe. Cette réponse dépend de la position y°(¢(6)) sur le cycle limite.

Bien que nous ayons déduit une forme générale pour la dynamique de phase, soit ’équation
(2.10), il reste toujours a savoir s’il est possible d’extraire une expression pour la fonction de
sensibilité S(0) lorsque la grandeur de la perturbation p tend vers 0. Il est généralement trés
difficile de ’obtenir analytiquement. Heureusement, il est possible de le faire pour la réduction

en phase de la forme normale de Hopf d’ordre 2 [199].

Exemple 21. La forme normale de Hopf d’ordre 2 ou l’équation de Stuart-Landau [133,
Chap. 2| s’exprime comme

W = cyw — co|w|?w, (2.11)

ouc; = ay +ib; € C, cg = ag +iby € C, et w est une trajectoire complexe T — C. De
plus, a1, by, az2,by € R. L’équation différentielle complexe (2.11) est associée & un systéme

dynamique (C, ¢') qui se transformant en un systéme (R?, ¢) de dynamique

1 .
r= By (i + ww) = r(a; — asr?), (2.12)
1 .
= ——(Ww —ww) = 01 — 0217, )
5z by — bor® 2.13
ir

ol w est le complexe conjugué de w. En posant = 0 et sachant que r > 0, nous trouvons

que r* =0our} =+ Z—; Il se trouve que ce systéme dynamique posséde un cycle limite

stable et circulaire de rayon 7. Lorsque les trajectoires y = (r )7 atteignent le cycle limite,

1. Cette fonction est intimement reliée & la « Phase Response Curve » (PRC) [117, 199].
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I'équation (2.13) devient
. baa
0 =by —by(r:)?=b — -2 = w,
a
ol w est une constante correspondant a la vitesse angulaire. w dépend ainsi des paramétres

de la dynamique initiale. Le cycle limite s’écrit alors explicitement comme

C= {wc(t) = ,/Z—;ew

ce qui est rarement réalisable pour un systéme dynamique quelconque [199]. Nous trouvons

te[O,T)},

de plus la fonction de phase asymptotique

O0r,0) =0 — L
aj

T
)

-
rC

qui satisfait 0 = w. En appliquant le gradient en coordonnées polaires, la fonction de sensi-

bilité en phase s’écrit

S(0) = V,0(r,0) = |2 [—Zler + eg] .
1

En coordonnées cartésiennes, S(6) s’écrit

S(0) = a2 K—blcosﬁ—sirM)i—i— (cosﬁ— blsin@) j] .

ai a ai

Pour dégager une expression explicite de la dynamique de phase, il faut poser une perturba-
tion p. Considérons que celle-ci prend la forme p = o1 ol ¢ est une constante. De 1’équation

(2.10), la dynamique de phase est ainsi

: b b
6 =b — 22 gL |22 [cos O + sin 6] .
as ar \ a1
—_———

w

La dynamique de phase dépend ainsi uniquement des parameétres de la dynamique (2.12-2.13)
2

initiale et du paramétre associé a la perturbation.

Il est maintenant plus commode d’imaginer la généralisation pour une dynamique d’oscillateurs

sur graphe. Considérons que les oscillateurs répondent aux deux critéres suivants :

1. Ils possédent des cycles limites de différentes périodes T}, j € {1,..., N}, et donc de
différentes vitesses angulaires wj ;

2. Ils sont perturbés uniquement par les interactions avec les autres oscillateurs.

2. La technique utilisée dans cet exemple est 'une des plus simples méthodes de réduction. Celle-ci a été
introduite par Arthur Winfree [199], 'un des péres fondateurs de la modélisation mathématique d’oscillateurs
couplés en biologie [229].
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Nous pouvons alors définir, en suivant la logique de la section 1.3, une perturbation

N
Pj(y1,...yn) = % > Ak Glys,ur),
k=1
ot les interactions entre les oscillateurs sont par paires et identiques. La correspondance avec la
perturbation p sur la dynamique d'un oscillateur est p(t) = P;(y1(t), ..., yn(t)). La dynamique
de phase est ainsi N
éj =w;+ % Z Ajkg(ej, 0r), (2.14)
k=1
ot g(0;,0k) = S(0;) - G(yj(t(0;)), yj.(t(0k))) est une fonction d’interaction entre les phases
reliée a la fonction de sensibilité S et la fonction d’interaction entre les trajectoires des oscilla-
teurs dans la dynamique compléte G. En reprenant la forme du diagramme (2.1), la réduction

dimensionnelle de (Zpy, ¢) & une dynamique de phase (RV, ) se résume comme suit :

bt

B(C) C Zpn —2 B(C) € Zpn (y1(0) ... yn(0)" ——= (y1(t) ... yn(t))"
o le of Je
RN . , RN (61(0) ... 5 (0))" > (61(t) ... O (t)"

A Pexemple 21, nous avons montré qu'’il était possible de trouver explicitement la fonction de
sensibilité pour la forme normale de Hopf. Il se trouve que plusieurs dynamiques d’oscillateurs
subissent une bifurcation de Hopf sous le changement de leurs paramétres. Si tel est le cas, ces
dynamiques se transforment potentiellement sous la forme normale de Hopf. Cette remarque
est importante : pour une dynamique non linéaire de haute dimension, il est parfois possible de
trouver une dynamique de phase en ’exprimant sous une forme normale [199]. Les dynamiques
de phase issues de ce traitement possédent parfois d’étonnantes similarités. En effet, certaines
dynamiques de phase sont en quelque sorte universelles et permettent de mieux comprendre

la synchronisation d’oscillateurs. C’est le cas du paradigmatique modéle de Kuramoto.

2.2.2 Modéle de Kuramoto

La dynamique (2.14) ne permet pas d’avoir directement une intuition quant a la synchronisa-
tion puisque la fonction g n’est pas connue. Bien qu’il soit possible de la déduire analytiquement
dans des cas spécifiques [exemple 21|, il n’est pas garanti d’obtenir une dynamique de phase
dans laquelle les oscillateurs se synchronisent. Plus généralement, il n’est pas aisé de définir un
systéme dans lequel un mouvement collectif organisé survient [229]. En 1975, Yoshiki Kura-
moto a réussi a déduire un modéle a ’apparence simple, mais extrémement riche, permettant

de percer plusieurs mystéres reliés a I’émergence de la synchronisation.

Reprenons désormais la derniére sous-section 14 ot nous 'avons laissée. La dynamique de

phase (2.14) peut-étre simplifiée davantage en moyennant 1’équation par rapport au temps.
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Plusieurs ouvrages traitent de cette technique qui requiert I'usage du théoréme de la moyenne
expliqué entre autres dans la Réf. [98, Chap. 4].2 En appliquant cette technique, la dynamique

de phase devient
N
. o
0; :wj+N;Aij(9k_0j)> (2.15)

ou H est une fonction d’interaction dépendant de la différence de phase A8 = 0, — Hj.4
En considérant que la fonction d’interaction est périodique, celle-ci se développe en série de
Fourier :
ao o0 [o¢]
H(AQ) = o> + Z ag cos(LAD) + Z by sin(¢AD),
/=1 (=1
ou ay et by sont les coefficients de Fourier s’exprimant comme

2m
ag = H(AO) cos((A0)d(AS),
0
2m

b= [ H(A)sin(¢AB) d(AH).
0

En considérant que H(A#) est une fonction impaire, nous déduisons que ay = 0, pour tout
¢ > 0. De plus, en conservant seulement le premier terme ¢ = 1 de la série®, nous avons que
H(AO) = 7sin(Af). Il en découle ainsi le modeéle de Kuramoto [132] décrit par les équations
différentielles N
6 = w; + % 3 Ajesin(6y, - 6)), (2.16)
j=1
ol nous avons absorbé la constante m dans la constante de couplage o. Notons que le modéle
original ne tient pas compte d’une structure en graphe, mais plutét un champ moyen par
lequel tous les oscillateurs interagissent entre eux (A;; = 1 pour tout j,k € {1,...,N}) [132].
Soulignons aussi qu’il existe désormais plusieurs généralisations du modéle de Kuramoto [201].
Parmi ces généralisations, nous rapportons 'ajout d’inertie [20, 138, 232|, I'ajout de plus de

dimensions [41, 42, 269], I’extension matricielle [35], non abélienne [148] et quantique [149, 150].

Comme mentionné précédemment, le modéle parait fort simple : des oscillateurs tournent sur
un cercle et interagissent au travers d’une fonction sinusoidale. Pourtant, c’est loin d’étre le
cas. Nul besoin d’argumenter ici, nous laissons le lectorat s’en convaincre avec la suite de ce
mémoire. Cela dit, la suite de cette sous-section est séparée en deux parties. D’une part, nous
montrons comment le modéle apparait dans divers domaines et d’autre part, nous effectuons

les premiers pas dans I'analyse dynamique de la synchronisation avec le modéle de Kuramoto.

3. Nous n’aborderons pas le sujet dans cet ouvrage pour ne pas allonger une démarche qui est déja longue.
Le livre de S. Strogatz [230, Chap. 7], le livre de S. Gupta [99, Chap. 1] et les références [199, 202] valent
également la peine d’étre regardés pour des approches plus intuitives.

4. Notons qu'un changement de notation pour chaque trajectoire 6; serait nécessaire ici en raison de la
technique de moyennage. Nous conservons #; pour simplifier la notation.

5. Il est intéressant de noter que pour représenter des dynamiques d’oscillateurs plus complexes avec une
dynamique de phase, d’autres modes sont nécessaires [104].
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Un modéle canonique

Pour montrer le caractére général du modéle de Kuramoto, il est pertinent d’introduire un
modele similaire, mais avec plus de paramétres, soit le modéle de Kuramoto-Sakaguchi [217].

Celui-ci est défini par les équations différentielles

N
. 1 )
0]‘ =w; + N Z UjkAjk sm(ﬁk — Hj — Odjk), (2.17)
j=1
ou oj; € R et aj; € R sont respectivement le couplage et le déphasage entre la paire d’os-
cillateurs (4, k). Dans un tel cas, il y a plutot une famille de N? fonctions d’interaction Hjy,
qui dépendent de la matrice de poids et du déphasage. Dans ce qui suit, nous montrons la

généralité de ce dernier modéle en introduisant une suite d’exemples.

Exemple 22. Le modéle de Ginzburg-Landau est un modéle général d’oscillateurs non li-
néaires utilisé pour décrire divers phénomeénes en physique (transitions de phases, supra-
conductivité, condensation de Bose-Einstein, ...) [10, 145], en chimie (réactions de Belousov-
Zhabotinsky) et méme en neurosciences (oscillations neuronales, avalanches neuronales, criti-
cité, synchronisation, ...) [60, 145, 225]. Les équations différentielles du modéle de Ginzburg-

Landau sont
| X
w; = wj — (1 +icy) |wj\2wj +o(1+ic) (N Zwk — wj> , (2.18)
k=1

oll w; est la trajectoire complexe de l'oscillateur j, c1 est une constante de couplage réactif et
¢y est une constante de « non isochronicité » [145]. Les équations (2.18) sont souvent appelées
les complex Ginzburg-Landau equations (CGLE) [10, 145, 225|. Notons aussi que les CGLE
sont fréquemment exprimées dans leur version continue [202]. Comme montré dans le livre
de Kuramoto [133, Chap. 2|, les équations de Ginzburg-Landau s’obtiennent & partir d’un

systéme a réaction-diffusion.

Ce n’est pas un hasard que ’équation (2.18) ressemble a la forme normale de la bifurcation de
Hopf (2.11). En effet, le modeéle est valide sous I’hypothése que des oscillateurs régis par un
systéme a réaction-diffusion sont prés de subir une bifurcation de Hopf [24, 231|. Le modéle de
Ginzburg-Landau se rapporte au modéle de Kuramoto-Sakaguchi (2.17) avec les techniques

de réduction en phase et les paramétres du tableau 2.1.

Exemple 23. Les systémes nanoélectromécaniques (NEMS) sont des assemblages d’appa-
reils électroniques et mécaniques pouvant agir a 1’échelle nanoscopique [61, Chap.16]. A partir
de tels systémes, un graphe d’oscillateurs non linéaires couplés peut étre réalisé expérimen-
talement [162|. De plus, en ajustant les parameétres du NEMS influencant le couplage des
oscillateurs, il est possible de mesurer la synchronisation avec une précision suffisante pour

étre comparée quantitativement avec les théories existantes [162].
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Dans la Réf. [161], les oscillateurs nanoélectromécaniques sont décrits par les équations

. W, _ . ) . 1€
w; = ?J (|wj‘ L_ 1) =+ ZAjwj + 70 \wj|2wj — ZEU)]' + 5 ( 7—1 + wj-i—l) ) (2'19)

ot wj est la trajectoire complexe de 'oscillateur j, A; est la fréquence naturelle de I'oscillateur
j, 0 € R controle la non-linéarité de I’équation et € € R est le couplage entre les plus proches
voisins. En imposant la condition périodique j = j + N, I’équation (2.19) régit I’évolution
temporelle d’oscillateurs sur un graphe en cycle. Dans un tel cas, le modéle se réduit au

modéle de Kuramoto-Sakaguchi (2.17) avec les paramétres du tableau 2.1.°

Exemple 24. Les jonctions de Josephson sont caractérisées par une paire de matériaux su-
praconducteurs séparés par un isolant électrique. La particularité de ses jonctions est qu’un
courant peut se propager entre les deux supraconducteurs méme s’il n’y a pas de différence
de potentiel entre ceux-ci. Cela est di & l'effet tunnel, explication qui valut un prix Nobel
a Brian Josephson en 1973 [230, Chap. 4]. Les jonctions de Josephson permettent la gé-
nération d’oscillations dans le potentiel & hautes fréquences, ce qui a permis des avancées

technologiques significatives (amélioration de détecteurs, d’amplificateurs, etc.).

Il se trouve donc qu’une jonction est un oscillateur. D’ailleurs, la dynamique d’une jonction est
exactement analogue a un pendule amorti et forcé [230, Chap. 4]. Un systéme d’oscillateurs
est réalisable expérimentalement avec un circuit électrique RLC' (résistance, inductance et
capacité respectivement) doté de N jonctions de Josephson identiques couplées en série [249,

255]. Les équations décrivant le circuit sont alors
B _ :
@¢j+[81ﬂ¢j+@ = Ip, (2.20)
1 hn,
L R —Q = — .
Q+RQ+ Q=1 ; O

ol ¢; est la différence entre les phases des fonctions d’ondes reliées aux deux supraconducteurs
de la jonction j, r est la résistance de chacune des jonctions, I est le courant critique de
chacune des jonctions, ) est la charge du condensateur, Ip est le courant de biais, A est
la constante de Planck divisée par 27 et e est la charge électrique [255]. Notons que le fait
que l’équation (2.20) ne fait pas intervenir une matrice d’adjacence provient de 'analyse du

circuit et non d’une approximation en champ moyen [255].

Les équations du systéme de jonctions de Josephson (2.20) se réduisent aux équations du

modéle de Kuramoto-Sakaguchi (2.17) avec les parameétres du tableau 2.1. En bref, les jonc-

6. Notons que dans les articles [28, 161], la fonction d’interaction prend plutot la forme de H(¢) = sin(¢) +
v(1 — cos ¢) o ~y représente la « non isochronicité » des oscillations [28] ou plutot une mesure du déphasage
[161]. Pour avoir une forme standard des équations de Kuramoto-Sakaguchi, il suffit de faire le changement de
variable v = tan a, de mettre en évidence 1/ cosa et d’utiliser 'identité trigonométrique appropriée [192].
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tions de Josephson couplées forment un autre systéme qui se réalise expérimentalement et

dont la synchronisation s’étudie avec le modéle de Kuramoto [255].

Exemple 25. Le modéle de Wilson-Cowan est un modéle décrivant 'activité au sein de N
populations de neurones excitateurs et N populations de neurones inhibiteurs [59, 258]. Le
systéme dynamique de dimension 2N est décrit par les équations différentielles ”

Ej = —Ej + SE , (2.21)

N
o
ag (CEEEj —Crglj —©p + Pj + N ZAjkEk>
k=1

jj = —Ij + 57 [a[(CE[Ej — C[]Ij — @[)] ,

ou les fonctions Sx avec X € {E, I} sont des fonctions sigmoides (logistiques)

1

Sx(@) = o=

d’inclinaison ax et de seuil ©x. De plus, les quantités Cxy avec X,Y € {E, I} sont des
constantes de couplage reliées aux interactions a 'intérieur et & I'extérieur des populations
excitatrices et inhibitrices. Finalement, la quantité P; est une perturbation externe spéci-
fique a la j-iéme population excitatrice et celle-ci agit & titre de paramétre de contrdle pour
une bifurcation de Hopf supercritique. Soit Py, la valeur a laquelle chaque population su-
bit une bifurcation de Hopf. La distance p; de la perturbation P; par rapport a Py est

approximativement la méme pour tout j, c’est-a-dire
p= p; = Py — Py,

lorsque P; — Py < 1, Vj € {1,..., N}. En appliquant la réduction en phase, en moyennant la
dynamique dans le temps et avec d’autres approximations mentionnées dans la référence [199],
le modéle de Wilson-Cowan (2.21) se réduit au modéle de Kuramoto-Sakaguchi (2.17) avec

les paramétres du tableau 2.1. Dans le tableau, nous faisons référence aux deux paramétres

suivants :
Sk, = apS'lap(CrpEj (1) — Crel; (k) — OF + )], (2.22)
S-/[j = a]S/[a[(CE[E;<M) — C[[I;(,u,) — @])], (2.23)
ou S'[z*] = ds(li(f*) est la dérivée premiére de la fonction sigmoide évaluée au point z* et

(E5 (1), I3 (p)) est le point d’équilibre relié¢ a la bifurcation de Hopf.

7. Remarquons que la dynamique n’a pas tout a fait la méme forme que I’équation (1.42) en raison de la
fonction sigmoide. Elle est plutot de la forme plus générale de I’équation (1.40). Cependant, par changement
de variables, nous pouvons transformer la dynamique sous la forme des équations (1.42) [107].
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TABLEAU 2.1 — Paramétres du modéle de Kuramoto-Sakaguchi issus d’une réduction en phase pour
différents modéles d’oscillateurs.

Parameétres du modéle de

Modéle Kuramoto-Sakaguchi (2.17)

Wj = —C2
ojr =0, Vik
Ajk = 17 V], k

cosa =1+ cieo

Ginzburg-Landau (2.18)

CUjZAj+5—€

_ 20e
Oscillateurs (2.19) 77 Tcosa
nanoélectromécaniques Ajp=1sike{j—1,j+1}
Ain =An1 =1
tan o = (46) 7"
w= 213 - )
Nrw(2erlg/h — w)
g =
Jonctions de Josephson (2.20) [(Lw? = 1/C)? + w?(R + N7)?|1/2
Ajpk =1, Vjk
Lw?—-1/C
cosa =
[(Lw? — 1/C)2 + w?(R + Nr)?]Y/2
1 1/2
LL)] = [S/EjS}jC]ECEI - Z(S/EJCEE + S}J_C[[)2:|
S R Sy, Cep+ 5y e\ 2]
Wilson-Cowan (2.21) Oip = E; "k T EE T oL
J QR] Wiy

SjEjCEE + S}jC}]

Wi

tan o =
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Un modéle pour étudier la synchronisation

La nature canonique du modéle de Kuramoto est particuliérement étonnante. Ce qui est peut-
étre encore plus frappant est la richesse dynamique du modéle malgré son apparente simplicité
et comment celui-ci permet de mieux comprendre la synchronisation. Dans cette deuxiéme
partie, nous manipulons le modéle de Kuramoto mathématiquement pour en dégager des

résultats simples sur I’émergence de la synchronisation dans le modéle.

Le cas le plus simple est lorsque tous les oscillateurs j du graphe ont la méme fréquence
naturelle. Sans perte de généralité, les phases dans le référentiel du centre de masse sont
¢; = 0; —wt. La dynamique de Kuramoto avec fréquences identiques dans ce référentiel s’écrit

alors
N

B = Ajsin(pr — @)). (2.24)

k=1
Rappelons que 'observable de synchronisation (1.52) s’écrit R(p) = + ‘Z;V: L €% ) De plus,
a Pexemple 16, nous avons démontré que la valeur de l'observable R(¢p) est r = 1 si et
seulement si tous les oscillateurs ont la méme phase. Il est désormais possible de tirer nos

premiéres conclusions sur la synchronisation pour le modéle de Kuramoto.

Pour toutes paires d’oscillateurs (j, k), les phases U5 — vy, = {m ou £ est un entier sont toujours

des points d’équilibre des équations (2.24). En effet, dans un tel cas,

N
> Ajpsin(d; — 95) = 0.
k=1

En particulier, le résultat signifie qu’il existe toujours un régime de synchronisation parfaite,

puisque pour un entier pair ¢, le lemme de I'exemple 16 implique que r = 1.

L’émergence de la synchronisation des oscillateurs dans le dernier exemple est plutot prévisible.
En effet, les oscillateurs oscillent tous & la méme fréquence et sont couplés de maniére a
se rapprocher en phase les uns des autres. Ils peuvent ainsi se synchroniser parfaitement.
L’analyse dynamique du modéle Kuramoto devient plus complexe lorsque les oscillateurs ont
des fréquences naturelles différentes. Le cas le plus simple est lorsque N = 2. Les références
[31, Chap. 2| et [230, Chap. 4 et 8 complémentent bien 'analyse effectuée dans l’exemple

ci-bas.

Exemple 26. Les équations du modéle de Kuramoto pour N = 2 sont
. o X
01 = w1 + §A12 sm(c92 — 91),
. o :
Oy = wo + §A21 5111(«91 — 92)

Remarquons que les boucles dans le graphe (des termes Aj; = 1 pour certains sommets j)

8. Pour plus de résultats analytiques, il vaut la peine de consulter les références [3, 66, 202, 211].

64



n’ont pas d’influence dans le modéle de Kuramoto en raison du couplage diffusif sinusoidal.
L’émergence de la synchronisation devrait ainsi dépendre des paramétres restant, soit les
interactions entre les différents oscillateurs (o, Ajo et Ag1) et les fréquences naturelles (w; et

(.UQ).
En introduisant la différence de phase ¢ = 0> — 01 et les nouveaux paramétres

2(wg — wy)

g
= (Ao + Ap2)t = 2

le systéme d’équations se simplifie & une équation d’un seul paramétre dynamique

d
ﬁ = p—sing = f(p). (2.25)

Cette équation est appelée 1'équation d’Adler d’aprés Robert Adler qui a découvert 'utilité
de l'équation en 1946 pour étudier les circuits LC' [31].

Notons que nous avons fait une réduction dimensionnelle bien simple en introduisant la
différence de phase [N = 2 a n = 1 pour P'équation (2.25)]. La possibilité de faire cette
réduction est due au fait que nous pouvons fermer (point 2 de la section 2.1) le systéme
d’équations en raison des différences de phase apparaissant dans les sinus. Bien que cela
puisse paraitre banal, une dimension de moins peut faire toute la différence pour effectuer

une analyse dynamique. Nous réutiliserons cette technique maintes fois au chapitre 3.

Pour trouver les points d’équilibre, nous posons I’équation (2.25) égale a 0. Entre 0 et 2,

nous déduisons les points d’équilibre
] = arcsin(u), (2.26)
w5 = —arcsin(u) + 7. (2.27)

Pour connaitre leur stabilité, nous effectuons I’analyse linéaire de I’équation (2.25) [section

1.2.2]. La dérivée de f par rapport a ¢ est
f'(p) = —cos(y).

En évaluant cette dérivée en ¢} et ¢3, nous avons que f'(p}) = —/1—p2 et f/(p}) =
V1 —p? Pour |u] < 1, le point d’équilibre ¢ est stable, puisque f’(¢7) est négatif. De
plus, le point d’équilibre ¢} est instable, car f’(¢5) est positif. Lorsque |u| > 1, les points

d’équilibre s’annihilent et une bifurcation point-selle survient. La bifurcation survient &

o 2]w2—w1|

Oc = , 2.28
A2 + Ax (228)

soit la valeur du couplage critique & partir de laquelle les oscillateurs se synchronisent en

fréquence parfaitement [section 1.3.3|. En effet, lorsque la différence de fréquences naturelles
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entre les oscillateurs est plus petite que le couplage moyen (A2 + Ag1)/2 entre ceux-ci, alors
les oscillateurs se synchronisent. Au contraire, si la différence de fréquences naturelles est plus
grande que le couplage moyen, alors les oscillateurs n’interagissent pas suffisamment entre

eux pour compenser leurs différences dynamiques.

Pour illustrer I’émergence de la synchronisation dans ce probléme, nous utilisons le paramétre
d’ordre R(0) introduit a la section 1.3.3. En particulier, lorsque N = 2,

B ‘eiel _|_€i92‘ B ‘1+ez¢|
a 2 - 2

R(0) (2.29)

L’évaluation de cette derniére équation au point d’équilibre stable ¢ (2.26) implique que

14+ /1 — p?
R =Y (2.30)
2
La figure 2.3 résume cet exemple.
1 1
?0 ¥ 0
-1 -1
80 t 100 80 ¢t 100
1.0
1.00 9 (a) (b)
Synchronisation
en fréquence
parfaite
o
075 1 0.5 7 Oc Oc
Bifurcati «
loilJtC- zell(l)él R Incohérence Incohérence
0.50 +2 . . 0.0 , . .
0.00 9e (.25 0.50 -1.0 —-05 0.0 0.5 1.0
o Wz — W1

FIGURE 2.3 — (a) Emergence de la synchronisation en fréquence dans le modéle de Kuramoto avec
N = 2 oscillateurs (diagramme de bifurcation). La courbe bleue foncée est ’observable de synchro-
nisation moyennée dans le temps (1.56) obtenue en intégrant numériquement I’équation (2.25). La
courbe bleu pale traitillée est la solution analytique (2.30). La ligne verticale grise pointillée est la
valeur critique o. (2.28) pour laquelle la bifurcation point-selle survient. Les graphiques du dessus
montrent une solution ou les oscillateurs sont incohérents (gauche) et une solution ou les oscillateurs
sont synchronisés parfaitement en fréquence (droite), ce qui se traduit par une différence de phase
¢ constante. Parameétres : A1 = Ag; =1, wy = —0.1 et wy = 0.1. (b) Diagramme des phases pour
Ay = Aoy = 1. Le point blanc au contour gris représente la position de la valeur de couplage critique
en (a). La région grise est appelée une langue de Arnold [31].

Au dernier exemple, nous avons choisi les fréquences naturelles de maniére & ce que Zjvzl wj =
0. Bien que ce ne soit pas essentiel de l'imposer, cette condition est utile puisqu’elle est

nécessaire (mais non suffisante) pour 'existence d’un point d’équilibre pour chaque phase ;.

66



En effet, pour un nombre d’oscillateurs N quelconque, un point d’équilibre pour chaque phase

6; existe dans le modéle de Kuramoto (2.16) si et seulement si

o

[
[]=
B

<.
Il
—_

N
Wy + Z Ajk Sin(ek - 9]')
J,k=1

[
E

<.
Il
—

I
NE
&

.
Il
—

ol nous avons utilisé le fait que la fonction sinus est impaire & la derniére égalité.

Cela dit, le cas du modéle de Kuramoto avec N = 2 est complétement connu. Dés que N est
plus grand ou égal & 3, 'analyse dynamique devient plus corsée. Il est ainsi nécessaire de recou-
rir & des méthodes plus raffinées pour dégager des résultats analytiques [31, 65, 201]. Lorsque
la contribution du graphe dans I’équation (2.16) est négligée ou que le nombre d’oscillateurs
est grand (N — o0), il est possible de réduire la dimension N de la dynamique de phase
considérablement. A la prochaine section, nous présentons deux méthodes qui permettent de

réaliser une telle réduction.

2.3 Réductions dimensionnelles d’'une dynamique de phase

A la derniére section, nous avons présenté une réduction dimensionnelle bien particuliére :
celle qui permet d’obtenir une dynamique de phase. Dans ce cas, nous passions d’un systéme
dynamique & DN dimensions & un systéme dynamique a N dimensions décrivant I’évolution
temporelle de la phase de chaque oscillateur dans le graphe. Bien qu’il soit plus aisé d’analyser
le systéme avec ce nouveau systéme dynamique, il demeure généralement ardu de dégager
des résultats mathématiques donnant une intuition de la synchronisation du systéme quand
N> 1

Les deux méthodes de réduction dimensionnelle présentées dans cette section datent de 2008
et 1994 respectivement, mais sont encore pleinement d’actualité [27, 201]. Dans la derniére
décennie, de multiples progrés dans la compréhension de ces approches et leurs liens ont été
accomplis. A D'aide de ces récents progrés, il nous sera possible de faire une présentation
originale et concise de ces méthodes de réduction tout en référant aux articles importants

dans la littérature.

Considérons d’abord la classe des dynamiques de phase telles que

0; = 9;(8) + f;(0)" + f;(0)e™, je{1,..,N}, (2.31)
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o1 @ = (0; .. 6On)T et les fonctions lisses fi: RY = C et gj RY — R sont 27-périodiques

selon chaque argument. De plus, f;(6) désigne le conjugué complexe de f;(8). Tous les modéles

utilisés au chapitre 3 respectent cette équation, soit les modeéles de Winfree, Kuramoto et théta.

Exemple 27. Le modéle de Kuramoto (2.16) est de la forme de I’équation (2.31). En effet,

dans ce cas,

gj(G(t)) = wj, Vt € T,

2N

N
[0() = =572 3 Agem 0,
k=1

En faisant I’hypothése que les fonctions f et g sont les mémes pour tout j, nous déduisons que
0; = g(0) + f(0)e™ + f(@)e", (2.32)

ce qui correspond & une dynamique d’oscillateurs identiques. Dans la littérature, ’équation

(2.32) apparait sous plusieurs formes [44, 95, 249]|. En particulier, remarquons que

0; = h1(0) + ha(8) cos O + h3(8)sin b, (2.33)
1 , 1 .
= h1(60) + 5 [h2(6) - ih3(0)]e + 5ha(0) + ih3(0))e” "
= g(8) + f(8)e" + f(B)e ™,
olt g(0) = h1(0), f(8) = 3[ha(60) —ih3(0)] et h1, ha, h3 sont des fonctions & valeurs réelles. De
plus, nous observons souvent la forme plus concise
f; =w+Im [H(G)eii&j} (2.34)
= w + Im [(Re[H(0)] + iIm[H (0)]) (cos ; — isinb;)]
= w + Im[H (6)] cos§; — Re[H(0)]sinb;
= h1(0) + h2(0) cosb; + h3(0)sinb;,
ot H est une fonction & valeurs complexes et
hl (0) = w,
h2(60) = Im[H ()],
h3(6) = —Re[H (6)].

Dans les prochaines sous-sections, nous réduisons la dimension de ces derniéres dynamiques
de phases générales avec les approches les plus connues. Notons que les approches présentées
ne s’inscrivent pas directement dans le schéma de réduction (2.1), mais les défis restent les

mémes : trouver les observables et fermer les équations.
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2.3.1 Reéduction de Ott-Antonsen

L’Ansatz de Ott et Antonsen (OA) a été introduit en 2008 afin de réduire un systéme d’os-
cillateurs de taille infini (N — 00) en un systéme de basse dimension [187]. Cette découverte
majeure a non seulement permis d’effectuer des analyses mathématiques plus poussées, mais a

aussi permis "approfondissement de nos connaissances sur la synchronisation [1, 27, 92, 201].

Pour les équations différentielles (2.31) avec g;(0(t)) = w; € R et des fonctions f; et f;
identiques pour tout j € V, la méthode de réduction va comme suit. En prenant la limite
N — o0, nous supposons qu’il y a une densité de probabilité de fréquences naturelles Q(w),
ol w € R, directement reliée a la distribution discréte des w;. De plus, nous définissons un
processus stochastique {O;};c7 o la variable aléatoire ©; & un certain temps ¢ prend des
valeurs ¥ dans lintervalle [0,27). Afin de décrire 'état du systéme d’oscillateurs au temps
t, nous introduisons la densité de probabilité conditionnelle pg, (¢ |w), soit une fonction qui
dépend explicitement du temps, de la phase et d'une fréquence connue tirée de Q(w).? Cette

densité de probabilité est normalisée selon I’équation

2
J/ po. (9| w)dd = 1, (2.35)
0

ce qui est valide pour tout temps ¢ et pour toute fréquence w. L’évolution de la densité de

probabilité respecte I’équation de continuité

8P@t 9 _
ot + 99 (v®t p@t) =0, (236)

o, avec les équations (2.31), la vitesse de dérive s’écrit

ve, (V| w) =w + F(t)e” + F(t)e ™, (2.37)
F(t) = lim f(6(1)). (2.33)

Le passage a I’équation de continuité (2.36) est loin d’étre évident. Dans la littérature, 1'ar-
gument intuitif, mais insuffisant, pour introduire 1’équation de continuité est d’évoquer la
conservation du nombre d’oscillateurs [187, 193]. Plus formellement, il est possible d’utiliser la
limite de Vlasov [27, 139] ou de suivre I'approche élaborée dans l'article |[71]. Dans ce mémoire,
nous ne développerons pas plus le sujet afin d’éviter les notions plus techniques reliées a la
théorie de la mesure, la topologie, etc. La discussion et les références dans le livre [31, Chap.

4] sont particuliérement intéressantes par rapport a ce sujet.

Cela dit, I’équation de continuité (2.36) se simplifie en décomposant la densité de probabilité

po, (V| w) en série de Fourier :

1
po 0 |w) = o

2o+ i (Zm(w,t)e_imﬁ + c.c.)] ) (2.39)
m=1

9. Contrairement & la majorité des auteurs, nous choisissons une notation un peu plus lourde pour éviter
le plus possible les ambiguités mathématiques pouvant survenir dans la démarche.
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ol c.c. signifie que la suite de I’équation dans la parenthése est le complexe conjugué du terme
précédent. Il est particuliérement utile d’utiliser cette abréviation pour alléger la démarche.

De plus, les coefficients de Fourier sont

27 )
2, (w.t) = / po, (0| w)e=™ Ao, (2.40)
0

ol nous remarquons que pour m = 0, Zo = 1 puisque pg, (¥ | w) respecte I’équation de norma-
lisation (2.35). En substituant la densité de probabilité (2.39) dans 'équation de continuité
(2.36) et en regroupant les termes, nous avons que

oo

0= Z (Zmefimﬁ . imwzmef’imﬂ _ Z(m o ]_)FZmeii(mil)ﬁ - Z(m 4 1)FZm67i(m+1)ﬂ)
m=1
—iFe +c.c., (2.41)

ol c.c. est le complexe conjugué de tous les termes qui le précéde. Pour le troisiéme terme de
la parenthése dans 1’équation (2.41), nous effectuons le changement d’indice £ = m — 1, ce qui

implique que

oo o0
> i(m = 1) FZpe D =N itF 2 e
m=1 /=1

ol la somme sur ¢ commence & £ = 1, car le terme de la somme pour ¢ = 0 est nul. En ce
qui concerne le quatriéme terme de la parenthése et le dernier terme hors de la somme dans

I’équation (2.41), le changement d’indice s = m + 1 permet de déduire que

o0 o
—iFe” — Z i(m+ 1) FZpe 09 — jpet? 4 Z isFZ, 1e” %Y
m=1 s=2
oo
= Z isFZs_1e Y,
s=1

ol nous avons utilisé le fait que Zy = 1 a la derniére égalité. En redéfinissant les indices £ et
s comme m, I’équation (2.41) s’écrit

oo
0=3" (Zm W Zy, — imF Z e — imFZm_1> e 4 e

m=1

ce qui est vrai si et seulement si les équations de récurrence
Zy=im (w2 + FZmni1 + FZ,1), meN\{0} (2.42)
sont vérifiées, de méme que le complexe conjugué de ces équations.

Il semble que nous ne soyons pas plus avancés puisque nous nous retrouvons avec une infi-
nité d’équations (2.42) pour des coefficients de Fourier Z,,(w,t). Autrement dit, le systéme
d’équations n’est pas fermé : chaque équation différentielle dépend d’une observable d’ordre

inférieur et supérieur. Cependant, en effectuant 1I’Ansatz

Z, = (2" = 2™, (2.43)
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et en substituant I’Ansatz dans les équations de récurrence (2.42), le systéme d’équations infini

se réduit en une seule équation différentielle complexe, soit
Z=i(FZ®+wZ+F). (2.44)

L’équation (2.43) est appelée I’Ansatz de Ott-Antonsen (Ansatz OA) d’aprés l'article de Ott
et Antonsen en 2008 [187].

Pour mieux comprendre ’Ansatz OA, il est pertinent de l'appliquer a I’équation (2.39). En

effet, il se trouve que I'’ensemble de fonctions du type

1+Z([ t)e W}mjtc.c.)

définit une sous-variété Moa de l'espace infini M des densités conditionnelles pg, (2.39) [187].

po, (0| w) = , (2.45)

Celle-ci est communément appelée la variété de Ott-Antonsen ou la sous-variété de Poisson.
Une particularité importante de la sous-variété est qu’elle est invariante, ¢’est-a-dire que toute
densité appartenant & Moa (de la forme (2.45)) au temps ¢ = 0 restera dans Mopa pour tout
t > 0 [160, 187|. Plusieurs auteurs, dont Ott et Antonsen en 2009, argumentent méme que la
sous-variété est attractive, c’est-a-dire, grossiérement, que méme des densités n’appartenant
pas & Moa convergent vers des densités appartenant & Moa lorsque ¢ — oo [27, 188, 190].
Cependant, il se trouve que c’est généralement faux, comme démontré dans les récents travaux
de Mirollo [71, 168|. L’attractivité dépend de la densité de probabilité des fréquences et des
conditions initiales [168, 190].

En mots, I’Ansatz OA impose que les observables complexes d’ordre supérieur 2, soient égales
aux puissances de l'observable complexe d’ordre 1. De I’équation (2.40), I’observable complexe

d’ordre 1 s’écrit )
Z(w,t) = / po, (8| w)e? do. (2.46)
0

Pour avoir une observable indépendante des fréquences, il suffit d’intégrer par rapport w :

Z(t) = /OO Q(w) Z(w, ) dw (2.47)

21
/ / w)pe, (W |w)e ™ dv dw,

ol nous avons utilisé la définition des coefficients de Fourier (2.40) a la deuxiéme égalité.
En observant attentivement cette derniére équation, nous remarquons qu’elle représente la
version continue de 'observable complexe (1.54) introduite au chapitre 1. Similairement, les

observables

Zm(t):/oo ) o (w0, 1) oo (2.48)

27
/ / w)pe, (9 w)e™™? d) dw,
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sont analogues aux fonctions

N
Zn(8) = Rn(0)®@) = =3 gm0, (2.49)
j=1

soit les observables de Kuramoto-Daido |54], une généralisation de I'observable de Kuramoto.

Cela a pour conséquence que le module de 'observable (2.47) représente une observable de syn-
chronisation [section (1.3.3)]. De plus, s’il est possible d’évaluer I'intégrale selon les fréquences
a 'équation (2.47), il s’ensuit que la dynamique réduite (2.44) régit 1’évolution de I’observable
complexe de synchronisation, ce qui la rend particuliérement informative sur ’émergence de

la synchronisation dans le systéme d’oscillateurs.

La possibilité de résoudre 'intégrale a I’équation (2.47) dépend toutefois de la densité de
probabilité Q(w). Le choix de densité de fréquences & un impact majeur sur les courbes de
synchronisation [185]. Malgré tout, il est standard d’utiliser une distribution de Cauchy '° dont

la densité est

_ gl
) = o (2.50)

ol v € R fait varier la largeur de la densité et wg € R permet d’effectuer des translations
horizontales de la densité. Méme si ses moments ne sont pas définis, la distribution de Cauchy
est utile puisqu’elle posséde des poles & w = wg * i7y. Cette caractéristique permet d’intégrer
I'équation (2.47) dans le plan complexe [187, 201]. Le choix le plus simple est toutefois le cas
des fréquences identiques pour lequel la densité de probabilité des fréquences est une fonction
delta de Dirac 0(w —w') ot w’ € R est la fréquence des oscillateurs. L’équation (2.48) devient

alors simplement Z,,(t) = Z,,(«',t).

Dans le prochain exemple, nous montrons que la méthode de réduction OA s’applique pour
la dynamique de Kuramoto-Sakaguchi sur des graphes modulaires dont les oscillateurs dans

chaque communauté ont des fréquences identiques.

Exemple 28. Soit le modeéle de Kuramoto-Sakaguchi (2.17) avec oji, = o et ajr = «
pour toutes paires d’oscillateurs (j,k) € V x V. Considérons que la structure du graphe
est modulaire et décrite par le SBM a n modules [sous-section 1.1.4]. Lorsque le SBM est
dense [267], c’est-a-dire que (k(A))y = O(N), nous pouvons faire 'approximation qu’une
réalisation a de l’ensemble est approximativement égale a la matrice moyenne (A)spm = (A)

(1.24). Or, le modele est décrit par les équations différentielles
éj =wj + fj (G)eigj + fj(e)e_wj

N
=w; + Z<A>]k Sin(Qk - Qj - a), (2.51)

k=1

=9

10. Dans la littérature de la synchronisation, il est plus standard d’utiliser la terminologie « Lorentzian
distribution ».
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ot les fonctions f; sont telles que

A) jpe” k=), (2.52)

|
M =

2zN
k::l

Des équations similaires ont été utilisées dans plusieurs articles [1, 128, 157, 200] et elles
se sont avérées utiles dans I’étude des chiméres [chapitre 3]. En considérant des oscilla-
teurs identiques au sein des communautés, c’est-a-dire w; = wy;) pour tout j € V ou
h:V — {1,..,n}, 'équation (2.51) implique que

n

. o .
(93' = Ws(4) + N Zps(j)u Z sm(@k — 98(]-) — 04). (2.53)
v=1 kGBV

De plus, nous introduisons les n observables complexes mésoscopiques
Z,(0) = R,(0)e'®®) = Z ¢l (2.54)
Ny keB,

ou R, (0) est le p-itme observable de synchronisation mésoscopique (1.57) et ®,(6) est le

p-iéme observable de phase mésoscopique, ce qui permet de réécrire I’équation (2.52) comme

1(0) = 2ZNZNVps (8)c™. (2.55)

Dans la limite N — oo, nous supposons qu’il existe n densités de probabilité p’ét (V| wy,) pour

tout € {1,...,n}. Celles-ci doivent respecter les n équations de continuité

82% * 8?9 [P@t (Wu + Fu(t)e” + F“(t)e_w)} =0 (256)

ou, sachant que Q(w) = 0(w — wy),

0— .
Fu(t) = ~5 Ty Zy(t)e'”,
v=1

N,
r, = lim WHG(O’U’

N—o0

2T
Z0) = [ 0,9 1,)e7 av.

Les fonctions F), et Z, sont les versions continues de f;(8) (2.55) et Z,,(0) (2.54) respective-
ment. Les n densités de probabilité se décomposent en série de Fourier :

. m
1+ Z ([ _“9} + c.c.)

p@t (19 ‘ w:u

9
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ou nous avons appliqué I’Ansatz OA,
[Zm]u = [Zu]mv

aux coefficients de Fourier pour chaque communauté. En substituant les densités de pro-
babilité dans les équations de continuité (2.56), nous en tirons la dynamique réduite a n

dimensions .
* o - . = o~ -
Ty =wy+ 5 > rupwlZie = Z,Z5e™). (2.57)

v=1

En posant Z,, = Rue%, nous déduisons les 2n équations réelles '

. 1-R2\ 2 _ .

Ru:a< 5 “)Zr,,prl,cos((I)y—@u—a), (2.58)
v=1

3 1—|—R2 n ~ ~ ~

b, =w,+o _F PRy sin(®, — &, — «). 2.59

o (S ) S it <, - 259)

Il se trouve que la dynamique (2.53) avec N < oo du dernier exemple se réduit exactement a
une dynamique & 3n dimensions avec la réduction de Watanabe-Strogatz, ce qui est 'objet de

la prochaine sous-section.

2.3.2 Réduction de Watanabe-Strogatz

En 1994, Watanabe et Strogatz ont constaté que la dynamique d’oscillateurs identiques (2.32)
est en fait un systéme partiellement intégrable et qu’il existe donc une représentation de petite
dimension de la dynamique [248, 249|. Une de leurs contributions majeures a été de trouver
une transformation qui permet de résoudre exactement les équations du type (2.32). Ce n’est
que 15 ans plus tard que les raisons précises de l'efficacité de la transformation ont été révélées
par Marvel, Mirollo et Strogatz [150, 160].

Tout d’abord, transformons la dynamique de phase (2.32) en effectuant le changement de

variable 0; — z; = e pour tout j € {1,...,N}. La dérivée de zj par rapport au temps est
4 =i[F2 + Gz + F|, (2.60)

ouF:T —CetG:7T — C sont des fonctions du temps. Dans les cas considérés, les fonctions
F et G pourront toujours étre déduites & partir des fonctions f et g, qui sont 2w-périodiques.
Sous cette forme, la nature du systéme (2.32) devient plus claire, c’est un systéme d’équations
différentielles de N équations de Ricatti [150, 160]. Cette remarque est cruciale, puisque les
équations de Ricatti possédent des solutions sous la forme de fonctions rationnelles linéaires
[209]. Avec cette idée en téte, il suffit ainsi de trouver une transformation rationnelle linéaire

applicable a I’équation (2.60).

11. Voir les équations pratiques (3.72) du chapitre 3 pour obtenir les équations différentielles pour le module
et la phase d’une équation différentielle complexe.
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Soit I’ensemble des transformations rationnelles linéaires (de Mdbius)

b
L(w) = aw + ol a,b,c,dEC}.

Alors, il est possible de démontrer que le doublet (¢, 0) forme un groupe avec la loi de com-
position o, soit la composition de fonctions. Ce groupe est nommé le groupe de Mdébius. De
plus, soit le sous-groupe 52 < ¥4 tel que

D est bijective et analytique sur D

,%”:{D:]D—HD)

YW+ 2

et DW) = 1z

ou ngRetZE]D)},

2

c’est-a-dire I'ensemble des automorphismes analytiques '? sur le disque unité

D={weC||w <1}.

Nous démontrons aisément que la transformation

—ip W—Z

DY w)=e T Ew (2.61)

est la transformation inverse de D, c’est-a-dire que D~Y(D(W)) = D(D~Y(W)) = W.

La découverte de Watanabe et Strogatz est d’avoir remarqué que la fonction D; € 213
décrit I’évolution temporelle des oscillateurs régie par le systéme dynamique (T, D). Plus

précisément, la solution aux équations (2.60) s’écrit

e Ww; + Z(t)
1+ e® Z(t)w;’

zj(t) = Dy(wj) = (2.62)
ou les fonctions w; = ei € T! sont indépendantes du temps. Nous remarquons toutefois que
les paramétres du sous-groupe, Z(t) et ¢(t), sont indéterminés. Nous trouvons leur équation
différentielle en dérivant les équations (2.62) par rapport au temps :
. d ei‘ij +Z
o= — | =
J 7 .
dt |1+ e"¥Zw;
Z+i [(1 — 12 —i(2% — z2) ePw; — 262i@w]2-

_ __ . 2,
1+ ZePw,)? (2.63)

12. Notons que nous avons paramétré la fonction D de maniére non conventionnelle. Typiquement,
D(w) = e’ 1{_5’1:1/' Notons aussi que s forme un groupe de Lie tridimensionnel de paramétres réels o,
Re[z], Im[Z].

13. Rappelons l’abus de notation D, (%) = D(t, W). De plus, notons que dans l’article [249], la transforma-
tion prend une forme différente, mais équivalente [160, Sec. IV. A.].
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Les équations (2.61-2.62) impliquent que

zZj — 5%

eiSO’U)j = €i<pD_1(Zj) = ﬁ
J

(2.64)

En substituant cette relation dans les équations (2.63), celles-ci se réarrangent sous la forme
des équations de Ricatti (2.60) :

5 :i{ zZ—Z;p] 24 [i(ZZ—ZZ) + (12— |z|2)¢] 2+ [—Z-’Z—Zf] } (2.65)

11—z 11—z 1—1Z|
Par comparaison avec 1’équation (2.60), nous obtenons le systéme d’équations

_iZ—Z¢ _p+izZz

=== = —Fz.
1-|z” 1—|z”

En solutionnant ce dernier systéme pour Z et ¢, nous concluons que la dynamique réduite
s’écrit
z=i(FZ*+Gz+F), (2.66)
o=G+Fz+Fz, (2.67)
soit une équation de Ricatti pour Z tout comme les équations de départ (2.60) et une équation
pour ¢ de la méme forme que les équations (2.32). 4 L’observable Z ne doit pas étre confondue

avec les observables complexes Z(8) (1.54), Z (2.46) ou Z (2.47). L’équation (2.62) implique

toutefois que I'observable Z(0) est reliée & z, ¢ et w; :

N
1 e O + Z( )
-4 Z - Z e (2.68)

A partir des variables de la dynamique réduite, il est ainsi possible de mesurer la synchroni-

sation en prenant le module de I’équation (2.68).

Cela dit, en définissant Z = pe'¥, nous déduisons le systéme d’équations réelles

.l ~ 1—p? T

p= 5((; -G)+ 5 [Fe™ — Fe ], (2.69)
. — 2 . — .
o = %(G +G) + (1 ;pp > [Fe™ + Fe™™], (2.70)
¢=G+p[Fe ™ +Fe ], (2.71)

Afin d’intégrer les équations (2.69-2.71) et pour évaluer 'observable complexe Z(8), il est

nécessaire de connaitre les constantes w;. Puisque ces constantes sont indépendantes du temps,

14. Pour avoir une meilleure intuition physique de Z et , voir les références [27, 91, 160, 249|.
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celles-ci sont déterminées par les conditions initiales de la dynamique compléte z;(0) = ¢103(0)

a partir de la relation A A
105 (0) _ p(o)ez\I/(O)

iy — o—ip(0)
wj=eYi =e T (0) 00O (2.72)

ou nous avons utilisé I’équation (2.64). Les constantes w; (ou ;) sont également dépen-
dantes des conditions initiales de la dynamique réduite p(0), ¥(0) et ¢(0). Il y a alors N + 3
contraintes & respecter pour trouver les constantes w;, c’est-a-dire les N contraintes (2.72) et
trois contraintes a déterminer pour p(0), ¥(0) et ¢(0). Le choix le plus simple est d’imposer
p(0) =0, ¥(0) = 0 et p(0) = 0, de sorte que ¥; = 6;(0) pour tout j € {1,..., N} [249]. 5

Il se trouve que les constantes w; sont des constantes du mouvement. Par constantes du
mouvement, nous entendons des fonctions des variables z; (ou 6;) de 'espace des états qui
sont invariantes sous l'action de D;. Comme démontré dans la Réf. [160, Sec. V. A.| a laide
des résultats de la Réf. [249], les constantes du mouvement s’expriment comme des birapports
(cross-ratio en anglais), soit des fonctions

oy ez (e - z)
o2 52020 (2k — 2) (20 — 2i)’

(2.73)

oui,j k.0 € {l,...,N}. Les birapports sont invariants sous les transformations linéaires [150]

de telle sorte que
(D¢(2i), De(25) s De(2k), De(20)) = (2, 25 2k, 20)- (2.74)

Les différentes permutations d’indices a I’équation (2.73) donnent d’autres constantes du mou-
vement dont N — 3 d’entre elles sont indépendantes [160]. En utilisant les références [160, Sec.
V. A.] et [249, Appendix B.5], il est possible de démontrer que les birapports sont directement

reliés aux constantes Wj.

En bref, les équations (2.69-2.71) et N — 3 constantes du mouvement décrivent entiérement
le systéme d’oscillateurs identiques lorsque N > 3. Dans le prochain exemple, nous réduisons
la dimension de la dynamique de Kuramoto-Sakaguchi sur le SBM moyen en une dynamique

réduite exacte.

Exemple 29. Reprenons les équations (2.53) de 'exemple 28 ou nous avions appliqué la
méthode de Ott-Antonsen. Puisque le systéme est composé de n communautés d’oscillateurs
identiques, la méthode de Watanabe-Strogatz s’applique & chacune des communautés [200].

La transformation 6, — z; = €% permet d’écrire les équations (2.53) comme

g =1i[Fyy 2 + Gsijy 2 + Fy) (2.75)

15. Dans un tel cas, le flot D;(w;) change selon les différentes conditions initiales 6;(0) choisies. Cela n’est
pas l'approche a privilégier pour étudier la dynamique réduite [249]. En effet, il est plus standard d’avoir
différentes solutions aux équations (2.69-2.71) a partir de différentes conditions initiales dans 1’espace des états
et surtout, régies par un méme flot D;(w;). Cela nécessite donc de contraindre les constantes w; plutoét que les
variables réduites p, ¥, p. Trouver ces contraintes n’est toutefois pas trivial et nous dirigeons ainsi le lectorat
vers la section 4.2 de Darticle original [249] pour les détails.
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ou s est la surjection qui envoie un sommet vers I'indice de sa communauté et

Gs(j)(t) = Ws(4)> Vte T, (2.76)
g - - o
Fs(j)(t) = _ﬁ Ny Ps(j)v Cu(pl/(t)7 \I’I/(t)) Sou(t)) e . (277)
v=1

Dans la derniére équation, nous avons utilisé la fonction

1 Wop v,
s Wy o) = Zu(0) = — e'Prwy + pue
Ny

, (2.78)
7
7, 1+ puel(‘/’u ) wy

afin de montrer explicitement la dépendance en termes des variables réduites. La généra-
lisation des équations (2.69-2.71) aux équations pour plusieurs communautés est directe :
les équations réduites ont la méme forme pour chaque communauté [200]. 11 suffit donc
d’ajouter des indices p € {1,...,n} pour les termes qui dépendent des communautés dans les

équations (2.69-2.71). En y substituant les fonctions (2.76-2.77), il en résulte les 3n équations

différentielles
2
N i: Non. R (pv, U Yo i¥uta) (2.79)
Pp =0 ON vPurre Culpv, Vo, u)e ) .
v=1
. 1+p2\ & .
e <2N ) Ny [G iy B )e 0] (280
Pu v=1
i :
(tblﬁ =wy + Uﬁu Z Nl/p;wlm |:Cl/(plju v, @I/)eil(q]“+a)} ) (2~81)
v=1

qui décrivent exactement la dynamique compléte avec N — 3n constantes du mouvement. Il
est intéressant de noter qu’en prenant la limite N — oo et en choisissant une distribution
uniforme de constantes du mouvement, nous retrouvons exactement la dynamique réduite
(2.58-2.59) obtenue avec la réduction de Ott-Antonsen [200]. En ce sens, la méthode de

Watanabe-Strogatz généralise la méthode de Ott-Antonsen.

2.3.3 Reésumé des approches

Les méthodes de Ott-Antonsen et Watanabe-Strogatz réduisent astucieusement la dimension
des dynamiques de phase de la forme de I’équation (2.32). Malgré tout, celles-ci ne permettent
pas toujours de s’attaquer a la réduction de dynamiques d’oscillateurs plus générales avec
des distributions de fréquences spéciales, du bruit, des fonctions de couplage plus complexes,
etc. Pour cette raison, les méthodes ont été adaptées dans différents contextes et d’autres

approches ont été proposées.

Dans le tableau 2.2, nous exposons quelques approches mathématiques prometteuses de la
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littérature avec certaines de leurs particularités :

- N < oo : Limite des graphes finis.
- Graphe : Dynamique sur des graphes avec une structure autre qu’un graphe complet.

- Fréq. : Oscillateurs de fréquences non identiques.

Couplage : Fonction de couplage entre 0; et 0; non limitée au premier harmonique.

Bruit : Dynamique bruitée.

Un crochet dans le tableau signifie qu’il existe un ou plusieurs articles dans lesquelles la
méthode de réduction dimensionnelle considére la caractéristique. L’absence de crochet signifie
qu’a la connaissance de 'auteur, la méthode ne s’applique pas ou n’a pas encore été adaptée
a la caractéristique en question. Le nombre de crochets d’une méthode n’indique en rien la
généralité ou l'efficacité de la méthode. Les références du tableau sont les articles originaux,
des articles qui adaptent la méthode et des articles jugés utiles pour la compréhension de la

méthode

De plus, le tableau n’est évidemment pas exhaustif, mais suivre les références du tableau et
les références de ces références devrait donner une vision d’ensemble amplement satisfaisante.
Notons aussi que nous nous restreignons aux méthodes mathématiques de réductions dimen-
sionnelles de dynamiques de phase. Ils existent plusieurs méthodes numeériques (equation-free
method) intéressantes dans la littérature [36, 89, 90, 135, 171, 208|.

TABLEAU 2.2 — Réductions dimensionnelles mathématiques de dynamiques de phase.

Méthode N <> Graphe Fréq. Couplage  Bruit
[96,i§;fzﬁiid124] 4 v v Vi
17,34, 131, 187, 200 v v v
Paran[lféfe%d]’ordre Y J N Y
Watanabe-Strogatz Y J/ Y

34, 95, 150, 160, 200, 249

Cumulants
[91, 92, 93, 239] v %
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Contrairement & ce que nous pourrions croire en observant ce dernier tableau, la possibilité de
réduire une dynamique de phase est encore limitée. En effet, pour des dynamiques de phase sur
un réseau complexe et avec une distribution arbitraire de fréquences, il est difficile de réduire
sa dimension [224]. Une des difficultés majeures a réaliser la réduction d’une telle dynamique
est la conservation de I’hétérogénéité dans les paramétres dynamiques et dans les propriétés
structurelles lorsque les graphes sont de taille finie. Au prochain chapitre, nous introduisons

donc une méthode de réduction dimensionnelle s’attaquant & ces difficultés.
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Systémes complexes

Les deux derniers chapitres témoignent d’un aspect fon-

Dynamiques
sur des graphes

damental des systémes complexes : derriére le flou causé

Structure
Réductions
dimensionnelles

par leur dynamique non linéaire de grande dimension et

Dynamiques de phase

leur organisation hiérarchique, se cachent des mécanismes ot

Antonsen

Watanabe-)
Strogatz

essentiels expliquant ’émergence de la synchronisation.

Synchronisation

Ce chapitre vise a dévoiler ces mécanismes en propo-
sant une nouvelle méthode, nommée DART (Dynamics
Approzimate Reduction Technique), qui fournit des re-
présentations a basse dimension de dynamiques sur des

graphes.

Le contenu du chapitre est a l'intersection de deux avenues de recherche. D’une part, des
articles récents ont abordé le probléme de la réduction dimensionnelle dans le contexte de
lécologie, de I’épidémiologie et des neurosciences [84, 121, 142, 189]. Malgré le progrés consi-
dérable, de nombreuses questions sur les mathématiques des réductions dimensionnelles sont
restées sans réponse et les méthodes développées dans ces articles n’ont pas été adaptées
pour prédire la synchronisation d’oscillateurs couplés. D’autre part, il existe des techniques
fréquemment utilisées pour réduire la dimension des graphes d’oscillateurs, comme les mé-
thodes de Ott-Antonsen [187] et Watanabe-Strogatz [249] présentés au chapitre 2. Cependant,
ceux-ci sont limités aux dynamiques de phase et peu d’attention a été accordée a la réduction

dimensionnelle de ces dynamiques sur des graphes avec des propriétés plus hétérogénes.

DART précise et généralise plusieurs approches de la littérature. La technique, élaborée & la
section 3.5, fournit une base mathématique solide pour la réduction dimensionnelle qui révéle
une trichotomie difficilement contournable : il faut privilégier la conservation des paramétres
dynamiques, des degrés ou de la matrice d’adjacence. Nous validerons notre approche en
réduisant la dimension de trois dynamiques de phase sur des graphes modulaires. Cela nous
permettra de prédire ’émergence de la synchronisation, d’obtenir des résultats analytiques
pour des régimes de synchronisation exotiques et de trouver un nouveau type de chimeére
[section 3.6].

Ce chapitre est ainsi 'aboutissement des deux derniers chapitres et la concrétisation des ob-

jectifs de ce mémoire.
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3.1 Résumé

Divers systémes complexes se modélisent par de grands réseaux dans lesquels les interactions
régissent 1’évolution temporelle de ’état des sommets, formant un systéme dynamique non
linéaire de haute dimension. L’un des principaux défis de la science des réseaux consiste a
prédire I'impact de la structure et de la dynamique des systémes complexes sur 1’évolution des
états et sur ’émergence de phénoménes collectifs, comme la synchronisation. Nous traitons ce
probléme en proposant une technique de réduction approximative des dynamiques (DART)
qui transforme une dynamique de haute dimension (compléte) en une dynamique de basse di-
mension (réduite) tout en préservant les caractéristiques les plus essentielles de la structure et
de la dynamique du systéme d’origine. DART généralise des approches récentes de réduction
dimensionnelle en permettant le traitement des variables dynamiques & valeurs complexes,
des hétérogénéités dans les propriétés intrinséques des sommets ainsi que des réseaux modu-
laires avec des communautés fortement connectées. De plus, nous identifions trois procédures
de réduction dont lefficacité dépend de I'importance relative de 1’évolution des états de la
dynamique intrinséque, la séquence de degrés ou la matrice d’adjacence. Nous utilisons la
synchronisation de phase des réseaux d’oscillateurs comme banc d’essai pour notre méthode.
Nous prédisons avec succés les courbes de synchronisation pour trois dynamiques de phase
(Winfree, Kuramoto, théta) sur le SBM. De plus, nous obtenons les bifurcations du modéle de
Kuramoto-Sakaguchi sur le SBM moyen avec des communautés de différentes tailles et nous
montrons numériquement l’existence de chiméres en périphérie de la double étoile. Cela nous
permet de mettre en évidence le role critique de ’asymétrie de la taille des communautés sur
Iexistence des chiméres. Enfin, nous obtenons multiples résultats analytiques de la littérature
sur la synchronisation explosive en utilisant DART pour le modéle de Kuramoto-Sakaguchi
sur I’étoile. Nos travaux fournissent un cadre unificateur pour ’étude d’une vaste classe de

systémes dynamiques sur les réseaux.

3.2 Abstract

Several complex systems can be modeled as large networks in which the state of the nodes con-
tinuously evolves through interactions among neighboring nodes, forming a high-dimensional
nonlinear dynamical system. One of the main challenges of Network Science consists in pre-
dicting the impact of network topology and dynamics on the evolution of the states and,
especially, on the emergence of collective phenomena, such as synchronization. We address
this problem by proposing a Dynamics Approximate Reduction Technique (DART) that maps
high-dimensional (complete) dynamics unto low-dimensional (reduced) dynamics while pre-
serving the most salient features, both topological and dynamical, of the original system.
DART generalizes recent approaches for dimension reduction by allowing the treatment of
complex-valued dynamical variables, heterogeneities in the intrinsic properties of the nodes

as well as modular networks with strongly interacting communities. Most importantly, we
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identify three major reduction procedures whose relative accuracy depends on whether the
evolution of the states is mainly determined by the intrinsic dynamics, the degree sequence,
or the adjacency matrix. We use phase synchronization of oscillator networks as a benchmark
for our threefold method. We successfully predict the synchronization curves for three phase
dynamics (Winfree, Kuramoto, theta) on the stochastic block model. Moreover, we obtain
the bifurcations of the Kuramoto-Sakaguchi model on the mean stochastic block model with
asymmetric blocks and we show numerically the existence of periphery chimera state on the
two-star graph. This allows us to highlight the critical role played by the asymmetry of com-
munity sizes on the existence of chimera states. Finally, we systematically recover well-known
analytical results on explosive synchronization by using DART for the Kuramoto-Sakaguchi
model on the star graph. Our work provides a unifying framework for studying a vast class of

dynamical systems on networks.

3.3 Introduction

Complex systems are characterized by the emergence of macroscopic phenomena that cannot
be explained by the properties of its constituents taken independently [43, 169]. Synchro-
nization is an archetypal example where collective movements emerge from the interactions
between the oscillators of a system [31, 202|. The relationship between the interactions in a
complex system and its capacity to synchronize was found to be rich and subtle in many fields
of applications, including physics [229, 238|, neurosciences |60, 76, 117, 143, 153], and ecology
[52, 57, 205, 244, 245|. Phase dynamics on networks give insights on this complex relationship :
they model the oscillations in a simple way and networks encode the underlying structure of
the systems [176].

However, the large number of dimensions N > 1 of the system, the non-linearity of phase
dynamics, and the lack of symmetries in complex networks often prevent any thorough mathe-
matical exploration of the coupled differential equations. Moreover, it is often more desirable
to describe the emergent behavior of the system with a certain observable rather than the
microscopic states. For these reasons, it is often more practical and intuitive to find a dy-
namical system with a reduced number of dimensions n < N that describes the temporal
evolution of the synchronization observable of the system. By doing so, the mathematical ana-
lysis, the computational cost, and the interpretation of the behavior of the complex system

are simplified.

Multiple attempts have been made to obtain such lower-dimensional descriptions. In 1994,
Watanabe and Strogatz successfully transformed a N-dimensional Kuramoto dynamics with
identical oscillators and all-to-all coupling into an exact 3-dimensional reduced dynamics with
N — 3 constant of motions [249]. In 2008, Ott and Antonsen introduced an Ansatz which

allowed them to write a reduced dynamics in the limit N — oo for the original Kuramoto
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model and some of its extensions (e.g., with external driving, communities of oscillators, and
time-delayed coupling) [187]. It was later shown that the Ott-Antonsen Ansatz can be applied
to other phase dynamics, such as the theta model [27, 152|, and extended, with a circular

cumulant method, to noisy phase dynamics [239].

Despite these advances, reducing the number of dimensions of a dynamical system while preser-
ving its network’s structural properties remains a very challenging task. Real complex networks
are finite and it is known that finite-size effects shape synchronization transitions [211]. Moreo-
ver, their properties, such as the degree of their nodes, are often heterogeneously distributed.
Therefore, all-to-all couplings are not suited to describe the rich behavior of synchronization

dynamics on complex networks.

Attempts have been made to reduce the dimensions of dynamical systems by considering
only structural features such as degrees [84, 121|, symmetries [46], and spectrum [121, 142].
However, they generally do not consider variations in the intrinsic dynamics of the nodes or
they are only suited for dynamics with specific coupling functions. There are also multiple
approaches to coarse-grain synchronization dynamics involving the Laplacian matrix [89, 90,
171, 208]. However, the methods (equation-free) are not mathematically systematic in general,
i.e., they use computer algorithms to get reduced graphs instead of getting a reduced dynamical
system. Besides, the whole field of model order reduction or reduced order models is very
mature. Yet, this field mainly focus on engineering and linear control problems, the dynamics
generally do not involve networks, and the reduction methods often require information on the

time series of the complete dynamical system (e.g., with proper orthogonal decomposition)

9, 129].

The purpose of this paper is to develop a Dynamics Approximate Reduction Technique
(DART) and to use it for predicting phase synchronization regimes. We first present the
structural and dynamical setup for the paper (Sec. 3.4). We then describe DART along with
target procedures and we apply it to phase dynamics on networks to clarify the effects of redu-
cing the number of dimensions (Sec. 3.5). Finally, we use the reduced dynamics to analyze the
effects of the graph structure on the synchronization regimes of the Kuramoto-Sakaguchi mo-
del, such as chimera states and explosive synchronization (Sec. 3.6). We gather our conclusions
in Sec. 3.7 and add a number of appendices to provide details on the analysis, the numerical
implementations, and the application of DART to the case of real dynamics on networks with

more than one equation per node.

3.4 Structural and dynamical setup

In this section, we introduce preliminary definitions and notations. In particular, we define
the modular networks and the phase dynamics that will be used throughout the paper. Note

that from now on, the words “network” and “graph” will be considered as exact synonyms.
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3.4.1 Modular graphs

Let us consider the graph G = (V, £), where V = {1,2,... N} is the set of vertices (nodes) and £
is the set of edges (links or connections). The corresponding adjacency matrix, A = (A;) é.\szl,
is such that the element A;; equals one if node k connects to node j and zero otherwise. All

graphs considered in the paper are undirected, so all adjacency matrices are symmetric.

In this paper, a graph is said to be modular when its vertices are partitioned into disjoint
blocks (groups, communities, or modules). Each block is a set that contains vertices with
similar properties and each vertex belongs to one and only one block. Let ¢ be the number
of blocks. Moreover, for p € {1,...,q}, let B, denote the pu-th block. Then, the ordered
set B = (Bl, ...,Bq) provides a partition of V that unequivocally describes the modular
structure of the graph. Moreover, 2 induces the surjection s : V — {1, ..., ¢} that assigns each
vertex to its corresponding block. Note that if IV, is equal to the size of the p-th block, then

N=Y9_N,

An example of a modular graph with ¢ = 4 blocks is displayed in Fig. 3.1 (a). The vertices inside
each block are densely connected, while the pairs of nodes belonging to different blocks are
sparsely connected. The opposite situation also occurs, as in star and two-star graphs. Indeed,
in a star graph with N nodes, one node (the core) is connected to all the other N — 1 nodes
(the periphery) while the latter do not connect among themselves. Yet, this corresponds to a
modular structure with ¢ = 2 blocks : the core By = {1} and the periphery By = {2,..., N}.
Now, let G1 and G be two separate star graphs with N,, +1 and NV, + 1 nodes, respectively.
Connecting the cores of G; and Gy produces a two-star graph that is partitionable into g = 4
blocks, with two blocks for cores, By = {1} and B3 = {/N,, +2}, and two blocks for peripheries,
By ={2,..,Np, +1} and By = {N,, +3,...,N}.

A random modular graph is a set of modular graphs equipped with a probability distribution.
A stochastic block model (SBM) is a type of random modular graph whose probability distri-

bution depends on a set of probabilities related to the block structure and that guarantees the

(b)

By, By Bs By

FIGURE 3.1 — (a) A modular graph with ¢ = 4 blocks. (b) The matrix of probabilities U = (p,.)
for the modular graph in (a). The white squares indicate matrix elements with value 0.

q
=1
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independence of all possible edges. To be more specific, let Z be as above and let
P = (pwe[o,l]]lgugugq),

which is an ordered set of probabilities. Then, SBM (%, &) is such that the probability of

drawing a graph with adjacency matrix A is

ry= I I #w/—pw) (3.1)

1<pu<v<q i€B,,jEBy
1<J
The parameter p,, can thus be interpreted as the probability for a node in B, to connect with
a node in B,. Note that it is often more suggestive to combine the probabilities p,, into the

symmetric matrix U = (pu)}, ,—; as in Fig. 3.1 (b).

In this paper, we focus on random modular graphs with ¢ = 2 blocks, so & = (Bl,Bg).
We additionally impose the equality p1o = p21 = pout. Besides, if p11 = p2o = pin, the SBM is
called the planted partition model [50, 266]. Two extreme cases are also of special interest :
Pin = Pout = P is equivalent to the Erdés-Rényi model (also known as the Gilbert model)
G(N,p) and piy, = 0 is the random bipartite graph.

3.4.2 Phase dynamics

The dynamics of an oscillator is described by a dynamical system which possesses at least
one periodic orbit (cycle) for a certain set of parameters. When multiple oscillators interact,
their trajectories are perturbed from their periodic state. For small perturbations, the oscil-
lators stay in the basin of attraction of their limit cycles and the variation in the oscillation
amplitudes are small. The whole dynamics then becomes mainly controlled by a system of
ordinary differential equations that only involve the phases of the oscillations [117, 199, 202].
For a network with adjacency matrix A = (A )?fk:l? this system typically looks like

N
0; = £(0;) +wjg(0;) + Y A h(6;,0r), (3.2)

k=1
where j € {1,..., N}. Moreover, 6, is a real-valued function such that 6;(t) gives the phase of
oscillator j at time t € R, éj = d#;/dt is the instantaneous phase velocity of oscillator j, w; is a
dynamical parameter related to oscillator j, f and g are real analytic functions representing the
intrinsic dynamics of each oscillator, and h is a real analytic function describing the coupling
among the oscillators. The functions f, g, and h are assumed to be periodic with period 2.

We also assume that their Fourier series are finite, which will be useful in Sec. 3.5.2.

In 1967, Winfree proposed one of the first models of coupled phase oscillators in which syn-
chronization is possible [260|. The coupling function of his model takes the form h(6;,0;) =
h1(0;)h2(0)), where hi(6;) encodes the phase response of oscillator j to perturbations
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n(t) <0 n(t) =0 n(t) >0

Excited Excited Excited

© Relasaion . .

Refractory Refractory Refractory

FIGURE 3.2 — Schematization of the dynamical states in the theta model. The interaction term 7(t)
increases from left to right, producing a SNIC bifurcation. The white dot is an unstable equilibrium
point, the black dot is a stable equilibrium point, while the black and white dot is a half-stable
equilibrium point. The flow of the phase on the circle is represented by the arrows.

oo, Ajgha(By) caused by its oscillating neighbors k [83]. Following Ref. [12], we choose
h1(6;) = —sin6; and hy(6x) = o (1 + cos ;) /N, where o € Ry is a coupling constant. Thus,

in this version of the Winfree model, the rate of change of the j-th phase is

(o)

N
éj = wj v sin 0; Z Aji (1 + cosby). (3.3)

k=1

where wj is the natural frequency of oscillator j, f(6;) =0, and g(¢;) = 1.

Inspired by the work of Winfree, Kuramoto introduced another model of non-linearly coupled
phase oscillators in 1975 that has now become a classic for the study of synchronization in
populations of oscillators [132]. In the network version of the Kuramoto model, the j-th phase
evolves according to N
0 = wj+ ~ > Age sin(0 — 6)). (3.4)
k=1
Despite the simple form of its dynamics, the Kuramoto model is quite useful [171]. Indeed, for
weak couplings and a phase coupling function h well approximated by its first harmonics, a
large class of phase oscillator dynamics can be described by the Kuramoto model [199]. The
model is relevant for the study of Josephson junctions [255], nanoelectromechanical oscillators
[161], and exhibits a rich variety of dynamical behaviors when transposed on complex networks
[211]. Adding a global phase lag o between the oscillators of the Kuramoto model lead to the

Kuramoto-Sakaguchi model [217] whose dynamical equations are

N
. o X
0j=wi++ D Ajpsin(0y — 05 — ), (3.5)
k=1
for j € {1,..., N}. This model possesses partially synchronized solutions, called chimera states

[1], which will be investigated in Sec. 3.6.

Partly due to the inherent complexity of neural systems and their nonlinear oscillatory beha-

vior, much research has been conducted to obtain simplified models of neurons that capture
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their main dynamical properties |74, 116]. For example, in 1986, the theta model (also known
as the Ermentrout-Kopell model) was introduced to provide a low-dimensional dynamical des-
cription of parabolic bursting while preserving some basic characteristics of higher-dimensional
models that belong to the Hodgkin-Huxley family [73]. In the theta model, the rate of change
of the j-th oscillator is

0; = (1 —cosb;) + (1 4 cos 0;)n;, (3.6)

where 7; stands for the interaction term defined as

N
o
nj = wj + N ;Aﬂf(l — cos O).

In the last equation, w; is interpreted as the current injected into neuron j. The above model
essentially differs from the quadratic integrate-and-fire model by a change of variables V; =
tan(f;/2), where V; is the membrane potential of neuron j [170]. Equation (3.6) is also the

normal form for the saddle-node on invariant circle (SNIC) bifurcation illustrated in Fig. 3.2.

3.5 DART : Dynamics Approximate Reduction Technique

We now introduce DART that approximately reduces N-dimensional dynamical systems, akin
to Eq. (3.2), to new n-dimensional ones with n < N. For this, we first define n new linearly
independent dynamical observables Z,, for p € {1,...,n}. We force their time evolution to
obey a closed system of n ordinary differential equations. In turn, this constraint leads us to
impose three compatibility conditions, taking the form of three systems of linear algebraic
equations, which, in general, cannot be satisfied simultaneously. We nevertheless clarify the
circumstances in which a particular condition should be favored and explain how to get sa-
tisfactory solutions, allowing us to successfully apply the method to phase dynamics and to

predict their synchronization behavior on modular graphs.

3.5.1 Definition of the observables

Inspired by Koopman’s seminal work on ergodic theory (e.g., see [37]), we define an obser-
vable of a dynamical system as a complex-valued function on its phase space. We restrict
the observables to be smooth functions. Center of mass, total kinetic energy, and linear mo-
mentum are classical examples of smooth observables. All such observables form a countably

infinite-dimensional complex algebra &

In that context, the goal of dimension reduction consists in selecting n < N observables in
O whose dynamics is determined, at least approximately, by a closed system of n ordinary
differential equations. Selecting the right set of observables is a difficult task. Yet, as argued
in [142], this task is greatly simplified if, rather than looking for observables in the whole
algebra @', we limit our search to linear observables, which form a IN-dimensional complex

vector space.

89



However, when studying the synchronization of oscillators, linear observables such as Zjvzl c;b;,
where ¢; € C for each j, have limited value. To get observables that quantify synchronization,

we must first make the change of variables
0j — zj=¢€%,  je{l,...,N}, (3.7)

which maps the phase of oscillator j onto the unit circle T in the complex plane. This means
that we should look for n-linear observables of the form

N

Zy = Mz, pe{l,..,n}, (3.8)
j=1

where M is a n x N matrix with real elements. In matrix form,
Z =Mz,
where
Z =1 : and z =

Zn ZN

Choosing n linear observables Zj ... Z, is thus equivalent to choosing a matrix M. We call

this matrix a “reduction matrix” since it reduces N variables z; into n variables Z,,.
To further restrict the set of linear observables, we impose two additional conditions :

A The rank of matrix M is n;

B Each row of M is a probability vector, i.e.,
B, Zj\]:l M,; =1 for all p,
By M,; >0 for all ;1 and j.

These conditions can be reformulated as follows :

A The observables Z1, ... Z, are linearly independent ;

B Each observable Z,, is a weighted average of the activity variables 21, ..., zyn.

Condition A ensures that the dimension reduction is optimal in the sense that there is no

redundancy among the observables.

Condition B makes each observable easily interpretable, namely, it is possible to decompose

each linear observable as
Zy =R, R, =|Z,|, ®,=arg(Z,). (3.9)

This second condition then directly implies that the inequality R, < 1 holds and R, reaches
its maximal value when, and only when, all phases 0; are equal modulo 27. In other words,

thanks to Condition B, each R, can be interpreted as a synchronization measure. Although
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recent works [83, 223] suggest that other observables may provide better quantitative measures
of phase coherence, we use R, because of its simple properties and because it is easily obtained

from the linear observable Z,,.

Let us illustrate Conditions A-B with an example. First, suppose that for each p € {1,...,n},
ny nodes are selected to form the subset O, C V. Second, assume that (O,);;_; is a partition
of V. Third, set
1 1, 7€0y,
M, = — x I (3.10)
My 0, j¢O,.

Then, the matrix M satisfies both Conditions A—B with the corresponding observables

1
Zy=— Z zj, pe{l,...,n}
n'ujeou

In the last example, the reduction matrix M of Eq. (3.10) is such that if node j contributes
to the observable Z,,, meaning M,; # 0, then the same node does not contribute to any other

observable Z,, with p # v. This last property together with Condition B imply the following :
A’ M is row-orthogonal, i.e., MM = I,x,.

This is a stronger version of Condition A. Indeed, the orthogonality between each row of M
implies that the rows are linearly independent, so the rank is equal to n. Condition A’ therefore

implies Condition A.

Although Condition A’ will not be strictly imposed in the paper, it will always be considered
as desirable. The reason is quite simple : together, Conditions A’ and B induce a partition of
the set of nodes into n disjoint blocks, as in Sec. 3.4.1. In other words, when the reduction
matrix M satisfies both Conditions A’ and B, then M also provides a modular structure and
each Z,, is interpretable as a weighted average inside the p-th block. This module, however,
is not necessarily related to that of the network, since information has not yet been extracted

from the adjacency matrix A.

In the following sections, we will only use linear observables satisfying at least Conditions A—B.

As a consequence, any row probability vector £ = (Eu)ﬁzl ensures that
m = (m;);L; = €M, (3.11)

is a probability vector. Throughout the paper, we choose ¢, for all ;1 as the number of non-
zero elements in row p of M divided by the total number of non-zero elements in M. The
observables Z1, ... Z, can therefore be linearly combined to produce a single weighted average

of the activity variables z1,...,2n :

n N
2= ,Z,=> myz. (3.12)
p=1 j=1
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The observable R = |Z] is then bounded as 0 < R < 1 and serves as a global measure
of synchronization (i.e., order parameter). Additionally, we will often use the time-averaged

measure of synchronization

(R), = — /th(e(t))dt, (3.13)

tl - to to

where we choose sufficiently large time values, ¢y and t; > ¢¢, such that R(t) oscillates around
a certain mean or reaches a stable solution. We will sometimes denote by (R) the average syn-
chronization measure over multiple quantities (e.g., over random initial conditions or various

network realizations).

3.5.2 Derivation of the reduced dynamical system

We now obtain a reduced system of n differential equations that describes the dynamics of
the linear observables Z1, ..., Z,. We summarize the main result in Table 3.1 but the reader

is invited to look at the derivation to better understand the quantities in play.

First, the N-dimensional system that we are going to reduce is Eq. (3.2) under the change of
variables of Eq. (3.7) :

N
Zj = F(Zj, Ej) + ij(Zj, Ej) + Z Aij(Zj, 25y 2k Ek), (3.14)
k=1
for j € {1,...,N}. This system defines a dynamics on the complex torus T"V. The functions

F, G, and H are directly related to the functions f, g and h. They therefore inherit some of

their properties.

In particular, F' and G are holomorphic functions with domain C? and codomain C while H

is a holomorphic function from C* to C. For example, with the Kuramoto dynamics,

o .
h(0;,0r) = N sin(6y — 0;),
g

N [Zk - Z?-Zk] .

H(zj, %, 2k, 2k) =
Second, we use Eq. (3.14) to compute the time derivative of the observable Z, |Eq. (3.8)] :

N N N
Z, = ZMM‘ F(Zj, Zj) + ZMM Wj G(Zj, fj) + Z M#jAij(Zj, Zjy 2k Zk) (3.15)
j=1 j=1 k=1

for all pe {1,...,n}.

Third, we take advantage of the fact that F, G, and H are holomorphic functions to apply
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Taylor’s theorem :

() = B F1L + (25 — B ) Fa+ 1)

(= w)G1 + (2 — )Gz + 7
o Oy €5 €,) + (25 — 0u) Hy + (25 — 0,) Ho
(2k — €u)Hs + (2 — €,) Hy + il

F(zj,2j) = F(Bu, B,) +
G(zj, %) = Gy, ) +
H(zj, Zj, 21, 2) = H(O

+

F G H o
i Tg Tk are second order Lagrange remainders and 8, v, 0., eu,ﬂu,y“,(s , €, are

arbitrary complex numbers around which we apply the expansions. Also, F} and F5 are the

where r

derivatives of ' with respect to the first and second arguments (z; and z;) respectively and they
are evaluated at (f,, 5;2) The same applies to G1, Go, H1, Hy, H3, and Hy. The substitution
of these Taylor expansions into Eq. (3.15) then leads to the equation

Zu = F(Bu, 5;) + QUG (Vs ’Y,:) + tiuH (8, 5,; € EL) + T+ Zp, (3.16)

: . . . _ p
where T, is a homogeneous polynomial of degree one in the variables z; — 8, z;—5,, zj—7u,

Zj — 1, and so forth, =, = Zj(rfj + rfjj) + D ik rfjk, and we have defined the parameters

N
Q, = ZMﬂjwj? Kp = Z M, ;k;,
j=1
with the in-degree of node j,

N
= Z Aip
k=1
By introducing the “dynamical parameter matrix” W = diag(w, ...,wy) and the “degree ma-
trix” K = diag(ki, ..., kn), the parameters Q, and s, can be written in matrix form as in
Egs. (3.21-3.22). These parameters represent weighted averages of the dynamical parameters

wj and the in-degrees k;, respectively.

Finally, we close the system of differential equations Z w, with p e {1,...,n}. We thus need
to convert each equation of the form of Eq. (3.16) into an equation that involves only the
linear observables Z1, ..., Z, and their complex conjugates, without explicit reference to the

variables z1, ..., zxy and their complex conjugates. To do so, we impose three new conditions.

I Exact cancellation of the first-order terms : each polynomial T, is identically zero;

IT Linearity of the dynamical variables : all the variables B, v, 0y, €4y Byy Vs 0y, €, ar€
linear combinations, with real coefficients, of the observables Z1, ..., Z, or their complex

conjugates ;

IIT Approximation at second order : each term Z,, is neglected.
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Condition I readily provides formulae expressing 3,,, v, 0., and €, as linear combinations of

the z;’s :
N N
_ . — — 01 Sy
Bu = § Myjz; = Zy, Y=, § :M#ijzjv
j=1 j=1
N N
_ 1 Lo — -1 A
O = Ky, E M, ;k;z;, €n = Ky E M, ; Az,
=1 jk=1

The equations for 3, v,,, d;,, and ¢, have the same form as the previous equations, but with
the complex conjugate of z; and z;. This implies that 3, v, ¢),, and ¢, are the complex
conjugate of 3,,, yu, 0., and €, respectively.

Condition II requires to rewrite 3., 4, 04, and €, as linear combinations of the observables
Z1, ..., Zy. This condition is directly satisfied for 3,, but not for the others. Satisfying Condi-

tion II for 7,, ¢,, and ¢, is the challenging step in our calculation. Yet, it can be done if

N N n n
> Myjwiz =YY WMz => Wi,
=1 j=1v=1 v=1
JN jN n n
Z Mujkaj = Z Z IC,WMijj = Z IC;U/ZV7
j=1 j=1lv=1 v=1
N N n n
Z M,ujAjk:Zk = Z ZAuVMszk = ZAMVZVu
k=1 k=1v=1 v=1

where we have introduced three unknown n x n matrices W, K, and A. We observe that if the
compatibility equations (3.25-3.27) are all satisfied, then the previous equations are satisfied
along with Condition II. The consistency of these compatibility equations is a subtle issue

that will be addressed in the next subsection.
Condition III guarantees that no further restriction is imposed on 7, 6,, and €.

Let us now state the main result of this paper, presented in Table 3.1. If the three compatibility
equations are satisfied, then the linear observables Zi,...,Z, obey Egs. (3.17), where the
symbol ~ means “equality up to second order corrections” and where the variables 7,, d,, €,

are the components of the vectors in Eqgs. (3.18-3.20).

We stress that the result of Table 3.1 remains valid for real dynamical systems. This means
that if the variables z; in Eqs. (3.14) satisfy Z; = z;, then the linear observables Z,, also evolve
according to Egs. (3.17), but with the additional conditions Z, = Z,,, . = Yu, 0, = d,, and
€, = €,. Actually, in the real case, DART can be carried out a step further and be applied
to dynamical systems with more than one dynamical equation per node. This is discussed in
Appendix 3.8.

In general, the reduced system cannot be totally consistent with the complete set of differential

equations (3.2). The reduced system should thus be interpreted as an approximation whose
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TABLE 3.1 — Reduced dynamics obtained from DART.

Differential equations

Zy = F(Zuy Z,) + Q0 GV Y) + K H(S 1y 0,0, €45 €0), we{l,...n} (3.17)
Arguments of Compatibility
G and H Parameters equations
~N=DoWZ (3.18) Q=MW1y 3.21 WM =MW  (3.25)

(3.21)

§=D.KZ (3.19) k=MK1}, (3.22) KM = MK (3.26)

e=DsAZ  (320)  Dq =diag (O7},.., Q1) (3.23) AM = MA  (3.27)
(3.24)

n
D, = diag (Hl_l, /@_1) 3.24

P %

TABLE 3.2 — The reduced dynamics of the Winfree, Kuramoto, and theta model.

Winfree

n
ZM:z'ZWWZV—i—J—H“—i——ZAW v+ Z,) (3.28)
v=1

QN@ Z KueKyr Ze Zy — 4N ; éZl,ctwlcugicmzfz (2 + Z)
v,g, T=

Kuramoto
Z, = ZZWWZ + o ZAW Y- 2N N Z A KyeKyr Ze 2, 2, (3.29)
v=1 v,€,7=1
Theta
. { SR VT
Zy=—5(Zy =1+ 5" (O > WwZ, +1 (3.30)
v=1
n 2 n
+ W (@1 > KuwZy + 1) [2@ > Aw(Z,+ Z,)
v=1 v=1
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n < N dimensions O

FIGURE 3.3 — Schematization of DART for a modular graph. The graph of adjacency matrix A with
N nodes represents the structure of the complete dynamics, while the small graphs of adjacency matrix
A with n nodes illustrate the structure of the reduced dynamics. The N x N matrices of dynamical
parameters W and of degrees K are also reduced with the reduction matrix M to n x n matrices W
and KC respectively.

quality strongly depends upon the choice of the n x N reduction matrix M. This will be

discussed in depth in the next subsection.

Although the matrices W, K, and A seem to have been introduced for the sole purpose of
mathematical convenience, they actually have a simple interpretation. As illustrated at the
bottom of Fig. 3.3, A is the reduced adjacency matrix, that is, the matrix that regulates the
interactions in the reduced system. Indeed, A is related to the graph with four nodes in the
figure. Similarly, K and W respectively describe the in-degrees and the dynamical parameters

of the reduced system. Figure 3.3 therefore gives a basic intuition of DART.

To get a better idea of what a reduced system looks like, we apply DART to specific cases,
namely, the Winfree, Kuramoto, and theta dynamics. The reduced dynamics are presented in

Table 3.2. The related phase and modulus dynamics are given in Table 3.3 of Appendix 3.9.

3.5.3 Construction of the reduction matrix

The problem is to determine whether we can construct a reduction matrix M that ensures
the consistency of the compatibility equations. In this subsection, we prove that there is an
infinite number of reduction matrices that lead to exact solutions for at least one compatibi-
lity equation while providing approximate solutions to the other equations. We then propose
two procedures that aim at cleverly selecting a reduction matrix that minimizes the errors

associated to the approximate solutions.
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Existence of the reduction matrix M and its factorization

In Appendix 3.10, we establish that for any N x N matrix T, if M is a n x N matrix of rank

n, with n < N, then there exists at most one solution to the matrix equation
TM = MT, (3.31)
with unknown reduced matrix 7 of size n x n. If the solution exists, then it is equal to
T=MTM™, (3.32)

where T denotes Moore-Penrose pseudo-inversion. Moreover, if the solution does not exist,
Eq. (3.32) provides the best approximate solution in the sense that it minimizes the mean
squared error (MSE) between MT and T M.

To tackle the problem of the existence of a solution to Eq. (3.31), we focus on the case where
T is real and symmetric, as are the matrices W, K, and A in the compatibility equations. In

Appendix 3.10, we prove that for

(1) a factorization M = CV where
(2) C is a real non-singular n x n matrix and

(3) Vis an x N real matrix composed of n real orthonormal row eigenvectors of T’

Eq. (3.31) has the unique solution
T =CAC™, (3.33)
where A is the diagonal matrix whose u-th element on the diagonal is equal to the eigenvalue

Ay corresponding to the p-th eigenvector in V.

Conditions (1)—(3) are not particularly restrictive. They simply ensure that the rows of M
form a (not necessarily orthogonal) basis of a n-dimensional subspace of RY. This subspace is
spanned by the row eigenvectors of T used to build the eigenvector matriz V. We call C' the
coefficient matriz, as its main role is to combine the eigenvectors of 1" in a suitable manner
such that Conditions A and B are respected. We note that, due to the non-singularity of C'
and the orthonormality of the rows of V', the matrix M = C'V automatically complies with
Condition A.

These results lead to sufficient criteria for the consistency of the compatibility equations : if
i the matrices W, K, and A share the row eigenvectors v, with p € {1,...,n},
1w M = CV, where C is a n x n non-singular matrix and V is the n x N matrix whose
p-th row is v,

then the compatibility equations are all consistent and DART is exact to first-order.

In general, however, the matrices W, K, and A do not share eigenvectors. This makes difficult
or even impossible to determine whether or not there is a reduction matrix M whose cor-

responding n-dimensional reduced system is exact to first-order. Nevertheless, the sufficient
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criteria i-ii suggest how to use eigenvectors to get a reduced system that is almost exact to

first-order.

Selection of one target matrix among {W, K, A}

Even if the criterion ¢ is generally not satisfied, we can still define V' with the eigenvectors of
one matrix 7" among {W, K, A}, called the target matriz, and solve exactly its compatibility
equation while solving the others approximately. The intermediate steps to achieve this are

detailed in Procedure 1.

The procedure uncovers a trichotomy in DART : we must choose either W, K, or A as a
target. To link the chosen target T' to its reduction matrix, we denote M as Mrp, C' as Crp,
and V as Vp.

Procedure 1 Reduction with a single target matrix

Input : N x N matrices W, K, and A
positive integer n < N
Output : n x n matrices W, K, and A
1. Select a target matrix 7' from the set {W, K, A}.
2: Use n orthonormal row eigenvectors of T' to form the n x N matrix V.
3: Find a non-singular n x n matrix C' such that

Myr = CrVp

satisfies Condition B [see Appendix 3.11].
4: Solve exactly or approximately the compatibility equations using the formulae

W= MWM;, K=MrKM}, A= MpAM;. (3.34)

Note that finding the coefficient matrix C'r in Step 3 is generally not straightforward. In simple
cases, where all elements of Vp are nonnegative, Cp can take the form of a diagonal matrix.
When V7 has negative values, the coefficient matrix is more difficult to obtain and we must turn
to more sophisticated factorization methods, including semi-nonnegative matrix factorization
(SNMF) and orthogonal nonnegative matrix factorization (ONMF). The technical details of
the calculation of Cr and Vp are given in Appendix 3.11.

Let us discuss about Procedure 1 when the adjacency matrix A is chosen as the target matrix
in Step 1. There are a number of reasons to look at this choice in more details. One recalls
that A encodes the interactions among the oscillators, so the first-order errors induced by the
inconsistency in the equation AM4 = M4A may lead to poor estimates for the evolution
of the linear observables Z,,, unless the interactions are negligible. Moreover, a recent work

[142] has revealed that the dominant eigenvector of A provides an observable that is better
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estimated through the reduced dynamics compared to the corresponding observable based on

the degrees, and thus based on K.

For T'= A, V4 is a nx N matrix where the rows are orthonormalized eigenvectors of A. For any
n X n non-singular matrix Cjy, setting M 4 = C'4V4 makes the matrix equation AM4 = M4 A

consistent. The unique solution to the matrix equation is then
A= MsAM] = CaAaCyt, (3.35)

where A 4 is the diagonal matrix that contains the eigenvalues associated with the eigenvectors
in V4. Therefore, the elements of the reduced adjacency matrix A are combinations of eigen-
values of A. In other words, the reduced graph is weighted by combinations of eigenvalues.
Moreover, any eigenvalue of A is also an eigenvalue of A and this result does not depend on
the matrix C'4. Hence, in addition to its structural importance, this choice reveals something

quite useful about an extension of the method to more than one target matrices.

Selection of two or three target matrices

In Procedure 1, there is a lot of freedom to choose the non-singular coefficient matrices Cyy,
Cg, and C4. Yet, we have not exploited this freedom. Even if the procedure allows to solve
one of the compatibility equations exactly, the resulting reduction matrix My could generate
considerable errors in the other ones. We should therefore seek for a procedure that leverages

the freedom on the coefficient matrix to minimize these errors.

For instance, let us consider T'= A and M4 = C4 V4. Then, A = MAAMX is exact. We now
want to find a coefficient matrix C'4 that minimizes the MSE between M4 and My, = Cw Viy,
which ensures the consistency of the equation WMy = My W. In such a situation, we say

that W is the second target matrix. The solution to the minimization problem is
Ca=MwV,}=CwVwV,, (3.36)
which implies that the best reduction matrix is
My = MV Vs = CwVig V4 Va. (3.37)

We note that Vj = VX since the rows of V4 are orthonormal. The matrix Cyy is not yet

determined, but this can be done by imposing Condition B.

In another context, one could want to minimize the error related to the degree matrix K instead
of W. The second target matrix would then become K and the MSE would be minimized
between My = C'4V4 and the matrix M = Cg Vi leading to the equations
Ca = MgV}, (3.38)
My = MgV,Va=CgViV, Va, (3.39)
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where C'ir is a non-singular matrix chosen so that Condition B is satisfied.

We have thus succeeded in targeting two matrices, first A, then W or K. We will therefore use
the notation A — W, A — K, or more generally T7 — T5, to denote the choice of target T}
followed by T5. The first target is reached exactly in the sense that the equation AMy4 = M4 A
is consistent, while the second cannot be reached exactly in general, but nevertheless allows
the approximate resolution of the equation WMy = MW or KM 4 = M K. Procedure 2 is
a formalized version of this method with multiple targets in which the first and the second
target matrices are arbitrary. The same procedure is also applicable to the case of three target

matrices L.

Procedure 2 Reduction with « target matrices

Input : N x N matrices W, K, and A
positive integer n < N
ue{l,2,3}

Output : n x n matrices W, K, and A

1. For k € {1,...,u}, select a target T} from the set

{W, K, A}, k=1,
Sy = {W,K,A}\ {T1}, k=2,
{W, K, A}\ {T1,T»}, k=3.

2: Fork € {1,...,u}, use n orthonormal row eigenvectors of T}, to form the nx N matrix V7, .
3: Set
CTl VTl’ u = ]_’
Mu = CT2 VT2 ijl_VT17 u = 2, (340)

CT3 VT3V7—J1—VT1 V;;VTz VﬁVTl, u=3.

For arbitrary Cr, , M, must satisfy Condition A. Therefore, if v = 2 and V7, VT+1 is singular,
return to Step 2 and choose different eigenvectors. If v = 3 and Vp, Vr_,j; Vn, Vr_,fg VTZV:,J{ is
singular, return to Step 2 and choose different eigenvectors.

4: Find a non-singular n x n matrix C7, by imposing Condition B [see Appendix 3.12].

5:  Solve exactly or approximately the compatibility equations using the formulae

W=MWM}, K=MKM;, A=M,AM,. (3.41)

Procedure 2 includes more constraints on the coefficient matrix than Procedure 1 in the hope

of satisfying more accurately the compatibility equations 2. Indeed, Steps 3 and 4 can be seen

2. One may wonder if solving the compact compatibility equation OM = M Q, where Q = aW + bK + cA,
helps to satisfy the compatibility equations. If the compatibility equations are satisfied, then Q@ = aW+bK+cA.
Otherwise, we find ||[MQ — OM|| < |a| || MW —WM||+ |b| || MK — KM]|| + |c| ||M A — AM]|| using the triangle
inequality. However, recall that to minimize the first-order errors in DART, we must minimize ||MW —WM||,
|IMK — KM]||, and ||[MA — AM]||. Since ||MQ — QM]|| is a lower bound on these errors, minimizing the error
between M(Q and QM is not helpful.
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as a successive imposition of constraints on the coefficient matrix, from constraints to satisfy

the different compatibility equations to constraints to fulfill Condition B.

Step 4 is not trivially satisfied when V4 is involved. Indeed, only the first dominant eigenvector
possesses solely real positive entries which is guaranteed by the Perron-Frobenius Theorem
[240, Theorem 38|. To satisfy Condition Bs, we once again use SNMF. We also use ONMF to
ensure compliance of Condition A (exactly) and Condition A’ (approximately). The details

are given in Appendix 3.12.

Choice of eigenvectors for the adjacency matrix

There is yet another aspect that needs to be clarified for the case where the adjacency matrix is
selected as a target matrix, that is, the choice of eigenvectors. Although any eigenvector could
be chosen in principle, many reasons speak in favor of prioritizing the dominant eigenvectors,
which are the eigenvectors of A whose corresponding eigenvalues are away from the bulk
of the spectrum. It is known, for instance, that the largest eigenvalue of A plays a crucial
role for predicting the stability [163], the dynamic range [140|, and the critical values of
dynamical parameters [40, 210, 241] in dynamical systems on networks. Moreover, from the
graph structure perspective, the eigenvector with the largest eigenvalue has proven to be
a useful centrality measure [176, 240| while the dominant eigenvectors are key objects in
spectral methods for community detection [144], graph clustering [221], and graph partitioning
[18, 19, 78, 206]. Finally, Eq. (3.20) and Eq. (3.35) reveal that the dominant eigenvalues have

the strongest impact on the reduced dynamics.

We should therefore use the dominant eigenvectors of A when constructing the matrix V4.
But how many of them should we consider 7 A rule of thumb is to choose n as the number of
eigenvalues that are away from the bulk of the spectrum, which is the set that contains the
eigenvalues A; of A such that \;/Ap =~ 0, where Ap is the largest eigenvalue (see Fig. 3.4).
In random graphs with one community (¢ = 1), such as the Erdgs-Rényi model, only one
eigenvalue is separated from the bulk. We then simply choose C4 = 1 and M4 = V4 = vp, the
dominant eigenvector of A, to get a reduced dynamics of dimension n = 1 as in Refs. [17, 142].
For a graph with two communities (¢ = 2), there are usually two dominant eigenvectors,
suggesting to make a reduction of dimension two (n = ¢ = 2). When the communities are
densely connected among themselves, it is not possible to apply twice the one-dimensional
reduction method, as used in Ref. [142]. We then need to combine the eigenvectors using a

second target matrix, W for example.

3.5.4 EFErrors in DART

In the previous subsections, we have made approximations to get the reduced dynamics (3.17).
Until now, we have not considered the impact of these approximations on the accuracy of the

reduced dynamics synchronization curves compared to those of the complete dynamics (3.2).
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FIGURE 3.4 — Graph schematization of DART for (a) the Erdds-Rényi model, (b) the random
bipartite graph, (c¢) the SBM, and (d) the two-star graph. An example of spectral density pa()) is
given for each graph. Note that the dominant eigenvalues bins have been enlarged for the sake of
visualization.

In this subsection, we first specify the sources of errors and then expose their effects on the

reduced dynamics synchronization curves.

The errors in DART come from the Taylor expansion made in Eq. (3.16). They are of two
types : first-order terms [Condition I] and higher-order (> 1) terms [Condition III]. In this pa-
per, we focus on the first-order errors which are directly related to satisfying the compatibility

equations. The sources of first-order errors depend on the choice of :

1. Target matrices;

2. Dimension n of the reduced dynamics;
3. Eigenvectors;

4. Methods to calculate of C7,.

The third and fourth sources of errors are discussed in Appendices 3.11 and 3.12. To illustrate
the impact of the first and second sources of errors, let us consider the simple setup presented
in Fig. 3.5. We reduce the dimension of the Kuramoto dynamics on a two-triangle graph
(N = 6) to the dynamics (3.29) with n = 2. We choose this small graph and natural frequencies
that are uncorrelated to the structure (ex. the degrees) to accentuate the errors between the
synchronization curves of the complete and reduced dynamics. By doing so, the matrices W,
K and A will have very different eigenvectors which makes it more difficult to satisfy the

compatibility equations.

102



3 4
o ] w 0.0 1 L T L T L
2. .6 0 2J 1 3 5
Node index j
(c) (d)
0.5 3
Vp k %
00 T T T T T T O T T T T T T
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
Node index j Node index j

FIGURE 3.5 — Setup for the dimension reduction of the Kuramoto model on the two-triangle graph.
(a) Two-triangle graph where the nodes are labeled from 1 to 6. (b) Frequency sequence w. (¢) Domi-
nant eigenvector vp of the adjacency matrix. (d) Degree sequence k.

We choose the orthogonal eigenvector matrices,

1 1 1
TS v B B B
o L o L o L)’
V3 3 3
1 1 9 0o L o0
Vi = <\/§ Vi V3 : (3.42)
0 0 5 25 0 0
V2 V2 1 1 V2 V2
V _ 4 4 2 2 4 4
A <—1 -1 1-v3 V31 1 1 > ’
(4 C C C C C

where ¢ = [2(v/3 — 1)2 +4]/2 and the two rows of V4 are the first two dominant eigenvectors
of A. These eigenvector matrices ensure that VT2V13: and Vr, VTJZ Vn VTJg VTQVTJ; (in Step 3 of

Procedure 2) are non-singular regardless of the combination of target matrices .

Target matrices

To evaluate the impact of the choice of target matrices on first-order errors, we proceed as
follows. With Procedure 2 and the eigenvector matrices in Egs. (3.42), there are 15 possible
choices of target matrices : three single targets (u = 1), six combinations of two targets
(u = 2), and six combinations of three targets (u = 3). We thus obtain 15 reduction matrices
and 15 reduced dynamics each related to a choice of target matrices. From these results, we
find the synchronization curves (R); vs. the coupling constant ¢ for the complete and reduced
Kuramoto dynamics which are presented in Fig. 3.6. In each plot, the choice of target matrices
and the RMSE between the synchronization curves of the complete and reduced dynamics are

specified just above the o-axis.

3. For instance, choosing v1 = (1/2,1/2,0,0,1/2,1/2) as the first row of Vi would create singular matrices
(e.g., ViV would be singular). Note that if Vi includes w1, the predictions in Fig. 3.6 when targeting K are
not improved and therefore, the conclusion drawn in this section would still be valid.
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FIGURE 3.6 — Time-averaged global synchronization observable (R); for the complete Kuramoto
dynamics with dimension N = 6 (dark gray lines) and its reduced dynamics (3.29) with dimension
n = 2 (colored lines) vs. the coupling constant o for the 15 choices of target matrices denoted as
Ty — T5 — T3 in the plots. The RMSE is the root-mean-squared error between the complete dynamics
curve and the reduced dynamics curve. The gray area between the synchronization curves is shown to
illustrate qualitatively the error made by the reduced dynamics. The initial conditions are the same
for each plot and are drawn from a uniform distribution ¢(0, 27).

As expected, we first observe that choosing 77 = W allows an accurate prediction of the
synchronization observable at ¢ = 0 compared to T = K or T1 = A. This is explained by the
fact that the compatibility equation WMy = MW is perfectly satisfied when T7 = W, but
not when 7y = K or T} = A.

Interestingly, the reduced dynamics with the one target procedure T} = A and the two-
target procedures A — W, A — K accurately predict the form of the complete dynamics
synchronization curve for high couplings*. We can explain this result by the fact that, for
higher couplings, the structure becomes increasingly important. Therefore, observables defined
from structural quantities (like the eigenvectors of the adjacency matrix) should be favored in

this coupling regime.

However, if we choose T7 = K, the predictions of the reduced dynamics are inaccurate even
when the dynamics is strongly influenced by the structure (o > 1 for instance). From our
numerical experiments, choosing K as a first target is often a bad choice. One key reason for

this is that the degrees only give a local information on the nodes whereas the eigenvectors

4. Comparable predictions can also be achieved with the targets L — W, where L is the Laplacian matrix,
and the compatibility equations WM = MW, LM = M L. For n = 2, we can build the Laplacian eigenvector
matrix Vi, with the eigenvectors v1 and v2 corresponding to the two lowest eigenvalues : Ay = 0 and the Fiedler
eigenvalue A2 [77]. The uniformity of v1 helps to get a positive reduction matrix, while v is useful for graph
partitioning [102] and community detection [177].
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of the adjacency matrix contains global information on the network [240, Chapter 3|. Each
eigenvector of A depends on all the nodes in contrast to the eigenvectors of K in general. Yet,
using A as a last target appears to be helpful for the predictions and it is not excluded that

mixing global and local informations on the structure gives accurate results.

Another aspect to consider is the number of target matrices u. Adding targets can improve or
worsen the predictions of the reduced dynamics. Indeed, by looking at the first line of Fig. 3.6
where the first target is W, we get a better RMSE between the synchronization curves for
the target combinations W — K — A than the one target procedure with 7" = W. The
result is the opposite in the third line of Fig. 3.6 where the first target is A : the one-target
procedure with 7" = A leads to more accurate results than the three-target procedures. Hence,

the repercussions of choosing more or less target matrices is very subtle.

One should nonetheless be careful with the interpretation of the RMSE : a smaller RMSE does
not mean that we have better captured the underlying features of the complete dynamics. In
our method, there are multiple possible sources of errors and they could compensate each

other. For instance, this could be the case for the target combinations K — W — A.

Reduced dynamics dimension

Choosing an appropriate reduced dynamics dimension n is an inherent difficulty not only for
DART, but also for all dimension-reduction methods. For instance, when the dynamics mainly
relies on the structure, DART becomes a problem of graph partitioning for which determining
the ideal number of groups n is a well-known problem with no obvious answer [82, Sec. IV.A].
When no graph structure is introduced into the dynamics, even the most classical methods
for deriving systems of reduced dimension (e.g., reduced order models) often fail to provide

clear bounds on n [129, Sec. I|.

For these reasons, we have not looked for a systematic way to choose n. We have nevertheless
gathered some theoretical and numerical evidence suggesting, at least for the phase dynamics

considered in the paper, that the reduced dynamics can monotonically improves as n increases.

First, in Appendix 3.13, we prove that if n = N, the reduction matrix M can be written as
the identity matrix and a reduced dynamics obtained with DART is equivalent to its complete

dynamics if and only if the coupling function H is of the form
H(u,v,w,z) = E(u,v)w+ Q(u,v)z + S(u,v), (3.43)

where u, v,w,z € C and E, @, S are any complex-valued holomorphic functions. Interestingly,
the coupling functions for the Winfree, Kuramoto, and theta models all satisfy this criterion,
which means that the reduced dynamics in Egs. (3.28, 3.29, 3.30) are equivalent to the complete
dynamics in Eqs. (3.3, 3.4, 3.6) when n = N.
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FIGURE 3.7 — Impact of n on the quality of the reduced dynamics for the Kuramoto dy-
namics on the two-triangle graph. The targets are A — W, the frequency matrix is W =
diag(0.1,0.1,-0.2,-0.2,0.1,0.1), and the initial conditions are the same for each plot and are drawn
from a uniform distribution ¢(0, 27).

Second, using the Kuramoto dynamics on the two-triangle graph with W = diag(0.1, 0.1, -0.2,
-0.2,0.1,0.1), we observe a monotonic improvement of DART’s predictions with the targets
A — W when increasing the dimension of the reduced dynamics [Figure 3.7]. At n = N = 6,
as expected, the prediction is perfect. For other choices of targets and other dynamics, it is far
from guaranteed that this monotonic improvement will occur, but in this example, “the more

eigenvectors, the better" [5].

It is clear that the choice of target matrices and the dimension n have a crucial impact on the
predictions of the reduced dynamics. It is non-trivial to set n wisely and to decide which targets
to choose and in which order. Depending on the situation, one should find the appropriate
targets to minimize the first-order errors. While the choice of the second and third target
matrices (if any) depends on the situation, Figs. 3.6-3.7 and our many numerical experiments

suggest selecting A as the first target.

3.5.5 Application to phase dynamics on modular graphs

So far, we have used DART only for a small graph and the Kuramoto dynamics. In this
subsection, we show that our formalism is effective when the dimension of the system N gets

larger and can be successfully applied to other phase dynamics.

Let us first consider modular oscillator networks with two communities B; and By of size N;
and Ny respectively. We assume that these modular networks are drawn from the SBM and
that the dynamical parameters of each community are drawn from normal distributions. We
denote these normal distributions N (wy,,v,), where w, and v, are respectively the mean and
the variance of the dynamical parameters in the community B, and we consider that v, is

small compared to w,,. With this setup and DART, we investigate the possibility of predicting
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the macroscopic and mesoscopic phase synchronization curves for the Winfree, Kuramoto, and
theta models [Sec. 3.4.2].

For the reasons mentioned in Sec. 3.5.3, we select 71 = A and define V4 with the two cor-
responding dominant eigenvectors. We also set To = W since the dynamical parameters are

known to be important in the prediction of the synchronization critical value |[3].

Selecting 175 = W when there are N different frequencies raises a problem for choosing the
eigenvector matrix Vyy. The reason is that there are IV eigenvectors that cannot be combined

to form two eigenvectors with as many non-zero elements as possible (see Appendix 3.11).

We get around this difficulty by choosing approximate eigenvectors of W to build an approxi-
mate eigenvector matrix Vjy. By approximate (left) eigenvectors of W, we mean row vectors
v such that vIWW ~ wv where w is an approximate eigenvalue (frequency). Let w, be the row
vector of length N, that contains the dynamical parameters of the community B,,. Because
the parameter variance in each community is low, the following eigenvector matrix yields good

approximate eigenvalues of W :

w1 ON
N 2
VW = Zj:ll (1 )
Ox, w;

V2 (w2);

where Oy, is a null row vector of length N,,.

The reduction matrix is obtained using Eq. (3.37) where Cy is determined as explained in
Appendix 3.12. Note that since the adjacency matrix A and the dynamical parameters W are
random matrices, the eigenvector matrices V4 and Vi are random matrices. As a consequence,
the reduction matrix M becomes a random matrix as well and the synchronization observables,

random variables.

By computing L reduction matrices from L graph and dynamical parameter realizations, we
solve approximately the compatibility equations and get L reduced dynamics for the Winfree,

Kuramoto, and theta model.

Figure 3.8 shows successful predictions of the average synchronization observable (R) for the
three phase dynamics on L = 50 realizations of random modular graphs, dynamical parame-

ters, and initial conditions.

Double phase transitions occur both in the complete and reduced dynamics in Fig. 3.8 (a), (d),
and (e). The first synchronization transition corresponds to the emergence of synchronization
at the level of the communities, as seen in the insets, while the second transition is explained

by the increase of synchronization between the communities.

The reduced dynamics also predicts abrupt transitions at the macroscopic and mesoscopic
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FIGURE 3.8 — Comparison of the synchronization curves between three complete phase dynamics
(black lines) and their reduced dynamics in Table 3.2 (gray lines) on random modular graphs. (Insets)
Mesoscopic synchronization curves of the complete phase dynamics (dark blue and orange lines) and
the reduced dynamics (light blue and orange lines). (a, b, d, e) The natural frequencies of the first
community are drawn from the normal distribution A/(0.3,0.0001) and the natural frequencies of the
second community are chosen to ensure that Ejvzl w; = 0. (¢, f) The currents of the first community
are drawn from the normal distribution A’(—1.1,0.0001) and the currents of the second community
are drawn from N (—0.9,0.0001). Common parameters to all subplots : N1 = 150, Ny = 100. For the
bipartite, P11 = P22 = 0 and P12 = P21 = 0.2. For the SBM, P11 = 077 P22 = 0.5 and P12 = P21 = 0.2.
The observables are averaged over the second half of the temporal series (25000 time steps), 50 graphs of
the ensembles, 50 parameter matrices W, and 50 initial conditions randomly chosen from the standard
normal distribution. The shaded region around each line is the standard deviation of the time-averaged
synchronization observable.

levels for the Kuramoto model on bipartite networks® [Fig. 3.8 (b) and its insets|. The transi-
tions at the macroscopic and mesoscopic levels occur at the same coupling value o contrarily

to the Winfree model on the random bipartite graph.

Figure 3.8 (c) and (f) show that desynchronization curves are captured by the solutions of the
reduced theta model. For the complete dynamics in Fig. 3.8 (c), the phase trajectories first
reach the closest equilibrium points on the unit circle and then oscillate when o increases.
However, this behavior is not observed in the reduced dynamics which explains the result
in the bottom inset (second community) of Fig. 3.8 (c). In Fig. 3.8 (f), the transition from
oscillation death to an excited state (SNIC bifurcation, see Sec. 3.4.2 and Fig. 3.2) is well

predicted by the reduced dynamics at the macroscopic and mesoscopic level.

Let us now investigate the impact of specific graph realizations on the performance of DART

5. When the oscillators in the two layers of the bipartite graph have opposite natural frequencies [which
is almost the case in Fig. 3.8 (b)], they are called Janus oscillators [183, 198]. These oscillators exhibit an
impressive diversity of oscillatory phenomena and DART could be useful to get further analytical insights.
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FIGURE 3.9 — RMSE error between the complete and reduced dynamics synchronization curves of
Fig. 3.8 vs. the distance d [Eq. (3.44)] for (a) the random bipartite ensemble and (b) the SBM. The
histograms on top provide the distribution of the distance d in each random graph ensemble.

in Fig. 3.8. Actually, we want to quantify how the RMSE between the complete and reduced
synchronization curves varies according to the graph realizations used in Fig. 3.8. To distin-
guish the different random graph realizations, we use the distance d between their adjacency

matrix A and the mean adjacency matrix (A) given by

_ \/ > (A = (A)1)?
VN max((A)x, 1 - (A)55)?

which is a normalized Frobenius norm. Moreover, by computing the probability distribution

d , (3.44)

P(d) in the random graph ensemble® we can identify which adjacency matrices among the

chosen realizations are the most typical in the random graph ensemble.

Figure 3.9 shows that the realizations, drawn from (a) the bipartite ensemble and (b) the
SBM, cover a wide range of possible distances in the probability distribution P(d). The figure
reveals that the RMSE error between the complete and reduced dynamics synchronization

curves does not vary significantly with the distance d.

This last observation is crucial. It suggests that phase dynamics on real modular networks,
which differ considerably from the mean of a random graph, can be reduced using the dominant

eigenvectors of its adjacency matrix.

6. Note that P(d) can be computed numerically or analytically from the probability distribution P(A) of
adjacency matrices given in Eq. (3.1).
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3.6 Chimeras and explosive synchronization

Dimension reductions are useful in predicting synchronization regimes, even the more exotic
ones |1, 45, 128, 263|. In this section, we use the formalism proposed in Sec. 3.5 to get analy-
tical and numerical insights about the emergence of chimeras and explosive synchronization.
Interestingly, we find that the reduced dynamics obtained with DART are similar to those
deduced from the Ott-Antonsen Ansatz |1, 45]. Yet, we provide a new perspective on the
existence of chimera states for homogeneous and heterogeneous modular graphs. In addition
to the observation of a new kind of chimera state on the two-star graph, we find that the
asymmetry of the community sizes can make the difference between getting a chimera state
or not. We finally recover results from various papers on explosive synchronization with the

potential to push further in certain directions.

3.6.1 Preliminary remarks on chimeras

By using the Ott-Antonsen Ansatz, it was shown in Ref. [1] that a graph with two communities
of identical phase-lagged oscillators can reach a dynamical state where one community is
perfectly synchronized (R, = 1 for any p in {1,2}) while the other is partially synchronized
(R, < 1for vin {1,2}\ ). This spectacular state of coherence and incoherence, first observed

in Ref. [134], was called a chimera state or, more succinctly, a chimera [2].

The phenomenon was later observed experimentally for chemical [235, 236|, mechanical [125,
159, 261], electro-optical [100], and nanoelectromechanical systems [161]. There is also evidence
about the existence of chimeras in neural systems [8, 16, 39, 108] and even in ecological systems
[216]. Theoretically, they were observed under various forms [1, 127], at multiple scales (e.g.,
N — oo [128], N = 3 [156]), and with multiple kinds of coupling [25] (local [137, 225] and
non-local [2, 265]).

The term “chimera state" has been used in diverse ways in the literature. Some efforts have
been made to clarify the notion [13, 31, 127], but there is still no universally accepted definition.
Our definition is based on Ref. |2] in which a chimera state is defined as “an array [(a graph)]| of
identical oscillators [that] splits into two domains : one coherent and phase locked, the other
incoherent and desynchronized”. Careful attention should be paid to the word “identical”.
By identical, we mean that all oscillators have the same natural frequency w; = w for all
j € {1,...,N}. However, we allow the oscillators to have different neighborhoods (degrees).

The oscillators are thus dynamically, but not structurally, identical.

3.6.2 Chimeras in modular graphs

We focus on the existence of chimeras in the Kuramoto-Sakaguchi dynamics on modular graphs

with asymmetric modules and identical natural frequencies.
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We first apply DART to get a simple set of differential equations. We then use the latter to
find the equations governing the equilibrium points of the dynamics. Finally, we analyze those
points to identify the regions in the space defining the graph structure where different types

of chimeras can be found.

Reduced dynamics

We study a specific case of the SBM, namely, the planted partition model with two blocks

(see Sec. 3.4.1). The mean adjacency matrix is”

Pinlf 1, | poueld, 1ng
pnly,ln, )

A= (A)sBm = (

Pout 1, 1,
where 1y, is a row vector of 1’s of length N,,. The degree matrix is

K _ K11]N1><N1 ‘ ON1><N2
0N2><N1 ‘ K221N1><N1 ’

where N, xN, Is an identity matrix of dimension N, x N, 0 N,xN, s a null matrix of dimension
N, xN, and K11 = N1pin+Nopout, K22 = N1pous+Nopin. Because the oscillators are identical,
W=w IN><N-

To find the reduced dynamics of the Kuramoto-Sakaguchi model on the mean SBM, let us

follow Procedure 2 with n =2 and v = 2.

1 : The compatibility equation (3.25) is already satisfied since W is proportional to the
identity matrix, so there is no need to consider choosing W as a target. We therefore
select the targets 71 = A and Tb = K.

2 : We compute the eigenvectors of (A)spym and form the matrix

1]\71 er 11\]2
2 2
Ve — V/Ni+N2 2 |\ /Ni+Nol2
A x, —Tx, )
VNi—Nol2 | \/Ni+Nao 2
where
A+ — N1pin
lp=———"—
Nopout
while

Npin + 1/ (Ny = N1)2p2, + AN  Nop?,

2
are the dominant eigenvalues of (A)gpy. The pseudo-inverse of V4 is found by using

As =

the formula V; =V} (V4V,)~! (not shown here). Moreover, we choose two orthogonal

eigenvectors of K by inspection to get

On,

#IN

Vie = | 22—
K 0 \ L

N | VNG T

7. Note that (A)spm is the mean adjacency matrix of a SBM for which self-loops are allowed. Indeed, a
node has a probability pin to have a link with itself.
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3: Weset M = CKVKVXVA.

4 : We choose

1 0
C’K':<\/]\T1 1)7
AT

which ensures that the resulting reduction matrix
+1n, | On,
MA = ! 1 )
Oy | 1w

5: We find that (M1),, = 9, s(j) which allows us to solve exactly the compatibility equa-
tions with W = diag(w,w), K = diag(K11, Ka2), and

A= Nlpin Nonut
Nlpout N2pin

The reduced dynamics is therefore exact to first order and is given by

satisfies Condition B.

. 1-R2\ &
Ru_‘7< 2N“> E ARy, cos(®, — D, — a),
v=1

. 14+ R2\ & .
¢, =0 (2NR:> ;AWRZ,sm(CI)V—CI)u—a),

where, without loss of generality, we have set the system in the center of mass by taking

w=08.

Equilibrium points related to chimeras

We want to identify structural and dynamical conditions that are necessary for the existence
of chimeras. For this, we first set Ry = 1 and Ry = R; < 1 as in Ref. [1|. Then, we further
simplify the reduced dynamics by introducing the phase difference ® = ®; — ®5, by merging

the phase equations together, and by introducing a characteristic time
T =ot/N. (3.45)

The resulting differential equations are

1-R?
R = ( 5 I> [Nopin Ry cos a + Nipout cos(® — a)], (3.46)

2Ry
— Nopout Ry sin(® 4+ a) — Nipin Ry sin «, (3.47)

1+ R?
P = ( 3 I> [N2pinRI sina — Nipout Sil’l(q) - O[)]

8. Indeed, this choice gives the same differential equations as if we had made the substitution 6; = ¢; + wt,
where ¢; is the phase variable in the center of mass referential.
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where the prime indicates the derivative with respect to 7. These equations are similar to
those obtained in Ref. [1] by following the Ott-Antonsen method, except that we now have an

explicit dependence over the network parameters N1, No, pin and pout.-

We have proved that if the reduced system is in a chimera state, then Eqgs. (3.46) and (3.47)
are satisfied. We now require the chimeras to be equilibrium points of the dynamics. This is
equivalent to imposing R7 = 0 and ®’ = 0. A few basic manipulations allow us to conclude

that the chimeras are equilibrium points only if the following equations are satisfied :

_ —fPout cos(® — )

in — 3.48
P R;(®) cos (3.48)
2fsinacos(® — a) —sin ®
D) = 4
Rr(®) \/2‘)"1 sin(® + «) cosa + sin @’ (349)

where f = Nj/Ns is the block asymmetry parameter. Note that we have redefined R; as a

function of ®.

Chimeras in the density space

We aim to clarify the impact of the modular structure on the existence of chimeras. It is
already known that the difference between the intra-community coupling strength and the
extra community coupling strength plays a critical role in the emergence of chimeras [1, 128].
We therefore introduce a new parameter A that captures this difference in coupling strength.

Following Ref. [266], we make the change of variables

A= Pin — Pout;

p = PP + (1 - 5)pouta
where
5 N? + N2
=57
is the sum of the maximum possible number of links within each community divided by the
maximum number of possible links in the network. Note that p is the average density in the
SBM. The coordinates (p, A) form the density space that characterizes all the possible graphs

in the planted partition model.

Let us go back to Eq. (3.48). Using the new coordinates (p, A), the equation becomes

B R;(®)cosa + fcos(® —a)
= |Bfcos(@ —a) - (1 - B)Ri(®) cosa

A o . (3.50)
We now identify the bifurcations of the reduced dynamics in the density space for fixed o and
1 9. Equation (3.50) already reveals the form of the bifurcation curves : they are straight lines

in the density space whose slopes depend on the value of the equilibrium point ®*.

9. Our analysis is different from previous studies where the bifurcation diagram for the parameters A and
« is investigated by imposing that the sum of the in and out coupling values is equal one [1, 128, 157]. In our
approach, this choice is equivalent to fixing the density at p = 0.5.
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To obtain these different equilibrium points ®*, we analyze the Jacobian matrix of the diffe-
rential equations (3.46-3.47). We find a Hopf bifurcation (a stable chimera/equilibrium point
loses stability and trajectories converge to a stable breathing chimera/limit cycle) by setting

the trace of the Jacobian matrix equal to zero, i.e.,

0= fcos(® —a) + [Rr(®)]? cos(® + o). (3.51)

We also find a saddle-node bifurcation (a stable chimera is created or destroyed) by setting
the determinant equal to zero [1], i.e.,

0=1—[R(®)]*|2tan arsin(® — o) cos(® — o) — cos(2a — 28) — 2f cos(2<I>)] . (3.52)

Equations (3.51-3.52) allow us to compute the appropriate zeros for ® by using standard root-
finding algorithms. Substituting these zeros into Eq. (3.49) and then into Eq. (3.50) gives the
slopes of the straight lines corresponding to the Hopf and the saddle-node bifurcations.
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FIGURE 3.10 — Chimera state regions in the Kuramoto-Sakaguchi dynamics on the mean SBM
in the density space. (a) Each point represents the value of (R;);, the time average of the phase
synchronization observable of the incoherent community obtained with the integration of the complete
dynamics. The initial conditions were taken at random from a uniform distribution [see Appendix 3.14
for more details|. Parameters : f = 1.5, « = 145, N = 500. (b) Breathing chimera at (p,A) =
(0.75,0.3) obtained from the reduced dynamics (3.46-3.47). (c) Stable chimera at (p, A) = (0.8,0.25)
obtained from the reduced dynamics. The trajectories in the bottom figures have the same initial

condition ( R;(0), ®(0)) = (0.48,0.24).
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The results are displayed in Fig. 3.10 (a) where we have integrated the N-dimensional Kuramoto-
Sakaguchi dynamics for different values in the density space. We only show the assortative
region (Pin > pout = A > 0) because the dissortative region (pin < pout = A < 0)
contains no chimeras. The white regions are “Not allowed" because they are regions where
Pin OF Dout ¢ [0, 1]. We also illustrate the incoherent trajectories Rre'® for two different kinds
of chimeras : a breathing chimera (the incoherent trajectory reach the stable limit cycle in
black) [Fig 3.10 (b)] and a stable chimera (the incoherent trajectory reach the stable equili-
brium point in blue) [Fig 3.10 (c)].

More importantly, Fig. 3.10 (a) shows the agreement of the predicted Hopf (solid brown line)
and saddle-node (solid purple line) bifurcations with the bifurcations in the complete dynamics
(heatmap). The homoclinic bifurcation (solid green line) was obtained numerically and is
shown to better see the complete chimera region, which is located between the homoclinic

bifurcation and the saddle-node bifurcation.

3.6.3 Periphery chimeras in two-star graphs

Two-star graphs are modular (see Sec. 3.4.1). Yet, their structural properties differ considerably
from those of the planted partition model studied in the previous subsection. We use DART to
show that these structural differences also cause significant dynamical differences. In particular,
we find that for two-star graphs, the Kuramoto-Sakaguchi dynamics with identical frequencies

can lead to the emergence of a new kind of chimera.

Reduced dynamics

We consider a two-star graph divided into the modules By, ..., B4 defined in Sec. 3.4.1. The

adjacency matrix is

1y, | 1
.
Ao |
1 1n,,
T
1Np2

where we have separated the modules with lines and where the empty blocks are filled with

zeros. The frequency matrix is W = wilyxn and the degree matrix is therefore

K =diag(Np, + 1, 1,..,1 Ny, +1, 1,...,1 ),
~—— ~——

Np, times Np, times

Let us now go through all the steps of Procedure 2 with n = ¢ =4 and u = 2.

1: We select the targets Ty = A and T, = K.
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2 : We analytically find the eigenvector matrix V4 and the eigenvector matrix of the degree

matrix,
1
1
——1
Vi = N,
1
L 1y
/Npy P2
3: Weset M = C’KVKVXVA.
4 : We choose
1 0 0 0
0 —— 0 0
Ck = Moy ;
0 0 1 0
0 0 0 —(A—
Ny
which gives the reduced matrix
1
1
Tmlel
M =
4 1
1
Ny 10,

The latter satisfies Conditions A, B, and A’.
5 : We solve exactly the compatibility equations with

W = diag(w, w, w,w),
K = diag(Np, + 1,1, N, +1,1),

0 Npy 1 0
1 0 0 0

A=
1 0 0 N,
0 0 1 0

We find that the reduced equations for the radial and phase variables are

. 1-R2\ &
Ru—a< QNI‘)ZAWRVCOS(@,,—(I)“—a),
v=1

. 1+ R2\ & '
¢, =w+o <2NR:> ;AWR,,sm(CI)V—CI)u—a).

The above equations have the same form as the reduced equations of the Kuramoto-Sakaguchi

dynamics on the mean SBM. This observation can be generalized for other types of networks
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and dynamics. Indeed, as shown in Table 3.4 of Appendix 3.9, there is always a simpler form

of the reduced dynamics when W, = €,,6,,, and K, = K,0,,-

It is worth pointing out that the cores have their own observables and they are already maxi-
mally synchronized (with themselves), which is not true for the peripheries. Thus, extra care
should be taken for two-star graphs to avoid any confusion between the cores and the periphe-

ries. With this in mind, we slightly change the notation as follows :

(Rh R27 R37 R4) = (Rcl ) Rp1 ; RC27 RP2)7
((I)la @27 @37 (1)4) - (¢)C1a q)pm q)CQa (I)P2)7
where ¢, and p, stand for “core p” and “periphery p”, respectively. The trivial conditions

now become R, = 1 and R., = 1, which imply R., = 0 and R., = 0. Thus, among the eight

dynamical equations, only six are nontrivial.

We reduce again the number of equations by introducing variables that describe the phase dif-
ferences between the communities, i.e., ®1 = ®,, — ®.,, P2 = ¢,, — ®.,, and P15 = P, — P, .
We end up with five equations to describe the Kuramoto-Sakaguchi dynamics on the two-star

graph. Two equations are related to the synchronization observables in the peripheries :

1- R
R, = (2101) cos(®y + @),

1- R
R, = <2p2> cos(Py + @),

where we have used the characteristic time defined in Eq. (3.45). The other three equations

(3.53)

describe the evolution of the phase observables :

1+ R?
P = — (m) sin(®1 + «)

1+ R;
¢gz—<m>gm¢y+® (3.54)
— Np, Rp, sin(®g — ) + sin(®12 + ),
la = Np,R,, sin(P2 — a) — sin(P12 + «)

— Ny, Ry, sin(®1 — «) — sin(®12 — ).
Searching for chimeras

According to our previous analysis, there is a chimera state in the two-star graph if either

R, =1and R,, <1lor R, <1and R, = 1. Yet, imposing these conditions yields four
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FIGURE 3.11 — (Left) Effect of the phase lag o on the time-averaged synchronization observable
in periphery p, of a two-star graph for (a) the complete Kuramoto-Sakaguchi dynamics and (c) its
reduced version (3.53-3.54). Desynchronization of the peripheries does not happen at the same values
of «. The region where chimeras exist is represented by the darker region between the two vertical
dashed lines at a7 and as (&7 and éz). (Right) An example of a periphery chimera for (b) the complete
and (d) the reduced dynamics, both with o = 0.792. Global parameters : 7 = 5t/N, N,,, = N,,, = 100,
N = 202. Initially, the N phases are equidistantly distributed between 0 and 27. The color varies from
one periphery to the other.

coupled differential equations for which the dynamical analysis is much more complicated. We

will therefore rely on numerical analysis.

We fix the parameters o, N,,, and Np,. This allows us to study how the phase lag o affects
the synchronization in each periphery. As shown in Fig. 3.11 (a) and (c), for each periphery,
there is a critical value [dashed vertical line] above which desynchronization begins. For the

complete (reduced) dynamics, we have denoted these critical values a; and oy (&1 and é&2).

Notably, we observe a clear separation between the critical values a1 and ay (41 and &g).
Let us stress that this separation happens despite the complete similarity of the peripheries :
same number of nodes and same natural frequencies. Therefore, there is a region [dark region
between the two vertical dashed lines in Fig. 3.11 (a) and (c)|] where a periphery is coherent
(the one that has the higher critical value) while the other is incoherent. We call any state
that belongs to that region a periphery chimera. Examples of periphery chimeras are given in

Fig. 3.11 (b) and (d). In these examples, the periphery chimeras are breathing [1].
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FIGURE 3.12 — Periphery chimera in the complete Kuramoto-Sakaguchi dynamics. (a) Synchroniza-
tion between the two cores vs. time. (b) Synchronization between the second core and its periphery
vs. time. (c¢) Cosinus of the phases §; for the peripheries vs. time. Parameters : a = 0.792, 7 = 5t/N,
Np, = Np, =100, N = 202. Initially, the N phases are equidistantly distributed between 0 and 2.

To characterize periphery chimeras more completely, it is important to know if the two cores
are synchronized and if the perfectly synchronized periphery is also synchronized with its
core. As portrayed in Figure 3.12 (a), the two cores are not synchronized : Re,., = |t +
€"Vn1+1| /2 oscillates between 0 and 1. Figure 3.12 (b) also shows that the second core is not
perfectly synchronized (and even not perfectly phase-locked) with its perfectly synchronized
periphery. Indeed, R.,p, = |ei(91 + etfieB, |/2 does not reach 1 and oscillates. We finally observe

an interesting periodic pattern for the incoherent periphery in Fig. 3.12 (c).

Because star graphs are building blocks of complex networks, our results suggest that periphery
chimeras could exist within very small regions of the parameter space describing the phase
dynamics of a complex network. Moreover, with the recent experimental success in observing
exotic synchronization phenomena [100, 125, 159, 161, 235, 236, 261]|, there are reasons to
believe that periphery chimeras can be detected experimentally using nanoelectromechanical

oscillators [161] for instance.

3.6.4 Chimera region size

We investigate the impact of the asymmetry between the communities on the size of the
chimera region for the reduced dynamics of the Kuramoto-Sakaguchi model on the mean SBM
(3.46-3.47) and the two-star graph (3.53-3.54).

First, in the case of the mean SBM, the size of the chimera region in the density space is
1
Se=3 lp2A3 — Agps], (3.55)

where the coordinates (p2,Az) and (ps, As) are the points of the intersection between the
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straight lines related to the bifurcations (homoclinic, saddle-node) and the limit points of
the allowed region in the density space. Using Eq. (3.52), Eq. (3.50), and the equation A =
(1 —p)/(1 = B) that corresponds to the right limit of the density space, we find that the size

of the stable chimera region is given by the equations

1 ag —a
stable __ H S
S

2 [[(1 = Blan +1][(1 = Blas + 1]’
ax = [Rrcosa+ fcos(Px — )]
Bfcos(Px —a)— (1 —B)Rrcosa’
where X € {H, S} indicates whether the bifurcation is homoclinic (H) or saddle-node (S5).
The symbol ax denotes the slope of the bifurcation X while ® x is the zero found numerically
from Egs. (3.51-3.52).

The results are illustrated in Fig. 3.13 (a) where we observe that the size of the stable and
breathing chimera regions evolves non-linearly as a function of f. As a consequence, the total
size of the chimera region quickly goes from its minimal value at f = 1.0 to its peak at f ~ 1.1,
before decreasing rapidly as f increases. A small structural change in the reduced equations

can therefore have a considerable impact on the resulting chimera region.

Second, in the case of the Kuramoto-Sakaguchi on the two-star graph, we investigate the
impact of the asymmetry on the size of the region with periphery chimeras, which is defined
along the a-axis. For most values of «a, like the one in Fig. 3.11 (c), the size of the periphery

chimera region is approximated as

S~ |G — an, (3.56)
(a) (b)
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FIGURE 3.13 — (a) Size S, of the chimera regions [Eq. (3.55)] in the density space for the reduced
Kuramoto-Sakaguchi dynamics (3.46-3.47) on the mean SBM vs. the block asymmetry parameter
f = Ni/Ny for a = 1.45. At the top of the plot, chimera regions are shown for f =1, 1.1, and 2.5. (b)
Size S** of the periphery chimera region in terms of « [Eq. (3.56)] for the reduced Kuramoto-Sakaguchi
dynamics (3.53-3.54) on the two-star graph vs. the block asymmetry parameter f** = N,, /N, for
o = 5. At the top of the plot, chimera regions are shown for f** =1, 1.5, and 2.3.
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where we recall that &, is the critical value above which there is desynchronization of the
periphery p, in the reduced dynamics. In Fig. 3.13 (b), we observe that the relationship

between the size S}* and N, /Np, is approximately linear.

Figure 3.13 thus shows that the size of the chimera regions, which can be expressed in terms of
specific structural parameters [ex. p and A in Eq. (3.55)] or the dynamical parameters [ex. a
in Eq. (3.56)], is closely related to another structural parameter [i.e., f]. When some structural
or dynamical parameters are fixed, the asymmetry between the community sizes can therefore

dictate whether or not a chimera emerges.

3.6.5 Explosive synchronization in star graphs

Explosive synchronization is characterized by discontinuous (first-order) phase transitions. It
is used to describe the occurrence of sudden catastrophes, such as epileptic seizures or electric
breakdown [29, 70, 246|. A simple but instructive example of a system that can evolve towards
explosive synchronization is the Kuramoto model on the star graph with degree-frequency
correlation [45, 85, 94, 211, 270]. Interestingly, the model’s bifurcation diagram for the global

synchronization observable exhibits hysteresis [94].

The goal of this subsection is to use DART to gain analytical insights about the Kuramoto-
Sakaguchi model on the star graph. In particular, we want to reproduce some known results

on explosive synchronizations.

Reduced dynamics

The Kuramoto-Sakaguchi model on the two-star graph has already been analyzed in Sec. 3.6.3.
Since the star graph is contained in the two-star graph, it is straightforward to adapt our

previous calculations to derive the appropriate reduced dynamics.

First, let us introduce the matrices that define the frequencies and the structure of the complete

dynamics of dimension N = N, + 1, i.e.,

W =diag(wi , w2 , ..., wa),
N, times
K =diag(N, , 1, ..., 1),
—_———
Np times
A= 0 ‘ 1,

T
1Np ‘ OprNp
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Setting n = ¢ = 2 and using Procedure 2 with A - W — K yields

W = diag(wi,w2),
K = diag(Np, 1),

A:ONP,
1 0

The reduced dynamics is therefore given by Eq. (3.74) with Q1 = w1, Q2 = w9, 0/N — o and

the reduced adjacency matrix A defined above.

Let Ry = R, be the phase synchronization observable of the periphery and let ® = ®; — ®5 be
the difference between the phase of the core and the phase observable of the periphery. Then,

the reduced dynamics of the Kuramoto-Sakaguchi model on the star graph is

. 1-R?
R,=0 5 2 cos(® — ), (3.57)
®=w; —wy—o(N —1)R,sin(® + ) (3.58)
1+ R2
-0 < 2Rpp> sin(® — «a),

which is also reported in Ref. [45] apart from a difference in sign 1.

Global synchronization observable at equilibrium

The observable that measures the global synchronization of the network is the modulus of the
complex observable Z = Re'® defined in Eq. (3.12) with £ = (1 N,), that is,

|
R= N\/l + (N —1)2R2 +2(N — 1)R, cos &. (3.59)

To find the equilibrium points of the global synchronization we first notice that

d(R?)

5 =2RR=0 < R=0or R=0.

Hence, the global synchronization is at equilibrium if the derivative of 14 (N — 1)2R127 +2(N—

1)R, cos & with respect to time is zero.

From the above analysis, we deduce that if both R, and ® are at equilibrium, then so is R. Now,

the equilibrium solutions for R, and ® are the zeros of Eqgs. (3.57-3.58). Using trigonometric

10. The equation of Ref. [45] that corresponds to our Eq. (3.57) contains the factor cos(® + «), instead of
cos(® — a), which is the correct factor.
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identities (see!'!), we readily solve these equations and get

R, =1,
o+ . w1 — w2 . ((N—=2)sina
= arcsin | ——— | — arcsin [ ————
or(N,a) r(N,a) ’

where the asterisk indicates equilibrium and

r(N,a) = \/N2 —4(N —1)sin? a.

After substituting these solutions into Eq. (3.59), we obtain the corresponding equilibrium

point for the global synchronization observable :

1
R* = N\/l + (N —1)2 + 2(N — 1) cos ®*. (3.60)
The equilibrium point exists for all values of o that are greater than or equal to the critical
coupling
W] — wo
= ——". 3.61
7 (W) 300

Below the critical coupling, a real positive solution for R* does not exist. At the critical

coupling, R* is equal to

\/1 (V12 S (3.62)

where
s(N,a) = 2(N — 1)(N — 2)sin® a.

The equilibrium points for the global synchronization observable R are illustrated in Fig. 3.14
(a). We observe that the equilibrium points form a hysteresis with two branches : backward
branch (blue) and forward branch (gray). The numerical solutions obtained from the complete
(reduced) dynamics are shown with darker (lighter) markers. We observe that the solutions
of the reduced dynamics agree with those of the complete dynamics, except for the backward
branch in the domain 0 < ¢ < g =~ 1.66. An example of synchronized trajectory observed
in this domain is illustrated in Fig. 3.14 (b), which contrasts with the synchronized solution
shown in Fig. 3.14 (c).

The analytical solution (3.60) is indicated by the orange line in Fig. 3.14 (a). This solution
clearly belongs to the backward branch of the hysteresis. For a« = 0, Eq. (3.60) yields the same
result as the backward branch reported in Ref. [270]. For o = 0, wy = Np, and wy = 1, the

critical coupling becomes
Ny —1
- )
Np+1
11. There is a non-trivial part in the procedure where we must find ® such that Asin® + Bcos® = C. To
solve the equation, we divide both sides by D = +/A? + B? and define an angle © = arccos(A/D). Hence,

cos? © +sin® © = 1. Moreover, cos © sin ® + sin © cos ® = sin(® + @) = C/D. The last equality then allows to
express @ in terms of A, B, and C.

Oc
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FIGURE 3.14 — (a) Hysteresis of the time-averaged global synchronization observable (R); vs. the
coupling constant ¢ in the Kuramoto-Sakaguchi dynamics on the star graph. The numerical results are
shown for the complete dynamics [dark blue (backward branch) and black (forward branch) markers]
and reduced dynamics (3.57-3.58) [light blue (backward branch) and gray (forward branch) markers].
The orange line represents the analytical result (3.60). The dashed lines demarcate the domain where
unstable equilibria are found numerically. (b) Unsynchronized trajectory of the reduced dynamics at
o = 1. (¢) Synchronized trajectory of the reduced dynamics at o = 4. The dotted unit circle is the
boundary for the trajectory. Initial conditions : #;(0) = 2m(j—1)/N. Parameters : « = —0.27, N = 11.

which corresponds to value of the top branch of the hysteresis found in Ref. [94]. The substi-
tution of this result into Eq. (3.60) leads to the critical value reported in Ref. [270], i.e.,

\NE+1
R} = +——.
¢ N, +1
The forward branch critical synchronization value [45]

W) — w2
gf =
d V2(N — 1) cos(2a) + 1

predicts accurately the numerical results obtained from the complete and the reduced dyna-
mics. We also observe that the backward branch critical desynchronization value o3 occurs

before the critical value o, of the equilibrium point R* in Eq. (3.60). This is explained by
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the fact that the equilibrium point is not generally stable for all o > o, and for a # 0 [45].

However, the coupling value o, we obtain is not equal to the value

w1 — w2

V(N —1)cos(2a) +1

reported in Refs. [45] and [115].

To summarize, using DART with A — W — K, we successively obtain multiple analytical re-
sults on explosive synchronization. At first glance, the use of the three-targets procedure may
seem exaggerated to derive the reduced dynamics (3.57-3.58), since any one-target procedure
would give the same reduced dynamics in this case. However, any heterogeneity in the frequen-
cies or the structure (e.g., connecting nodes in the periphery) would break the possibility to
satisfy the three compatibility equations with a one-target procedure. We conjecture that using
DART with three target matrices will come in handy for these kinds of perturbed systems and

even pave the way for new interesting analytical results on explosive synchronization.

3.7 Conclusion

We have introduced a Dynamics Approximate Reduction Technique (DART) to obtain a low-
dimensional dynamical system from a high-dimensional dynamical system on finite networks.
DART generalizes previous approaches [84, 121, 142 for modular graphs with strong interac-

tions between the modules, dynamically non-identical nodes, and complex observables.

Our approach has uncovered a threefold problem : to close the reduced dynamics to first order,
one needs to solve three compatibility equations involving a dynamical parameter matrix W,

the degree matrix K, the adjacency matrix A, and the reduction matrix M.

The form of these compatibility equations has revealed a spectral aspect of the dimension-
reduction problem. If one finds a common eigenvector basis for the matrices W, K, and A,
then the compatibility equations are satisfied and the reduced dynamics is exact to the first

order. However, these matrices do not share eigenvectors in general.

To tackle this problem, we have introduced two procedures designed to solve one compatibility
equation exactly and the two others approximately. The key for achieving this task is to
perform linear transformations that project eigenvectors of one of the three matrices as close

as possible to eigenvectors of the other matrices.

Yet, it is not trivial to choose the eigenvectors defining the observables of the reduced dynamics.
The threefold character of DART has demonstrated that the choice of observables is subtle
and not universal for dynamics with non-identical nodes : the choice depends on the dynamical
and structural setup. Despite this fact, the various numerical experiments performed with the

Kuramoto model on a small graph suggest that choosing the eigenvectors of the adjacency
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matrix, i.e., satisfying the corresponding compatibility equation exactly, is advantageous in

most cases to predict the synchronization transitions curves, and should be preferred.

Using the eigenvectors of A and W, we have derived the reduced dynamics for the Winfree,
Kuramoto, and theta models on random modular networks. The global phase synchronization
curves obtained with the reduced dynamics are in agreement with those of the complete

dynamics and exhibit, in particular, double phase transitions and SNIC bifurcations.

We have also analyzed the Kuramoto-Sakaguchi dynamics on different modular graphs with
DART to get insights on exotic synchronization states. For the mean SBM, we have first
investigated the impact of the network density and community size asymmetry on the existence
of chimeras. We have detected new chimera regions in the SBM density space whose size varies
in a surprising nonlinear way according to the community size asymmetry. In particular, we
have found that the size of the chimera regions peaks when asymmetry is small. For the
two-star graph, we have shown the existence of periphery chimera states, i.e., a dynamical
regime in which the periphery of one star is perfectly synchronized while the periphery of the
other star is partially synchronized. This type of chimera lives within a very narrow range of
phase-lag values and can breathe. Finally, for the star graph, we have used DART to recover

multiple analytical results from the literature on explosive synchronization.

Interestingly, despite the apparent differences in the methods, the reduced dynamics obtai-
ned from our formalism possess similarities with the ones obtained with the Ott-Antonsen
approach. DART, however, is not restricted to phase dynamics : it is suited for real dynamics
such as the Wilson-Cowan and Lotka-Volterra models as well as models in which each node has
its own system of differential equations [see Appendix 3.8]. DART is also specifically designed
for finite networks and potentially leads to new revealing perturbative analysis. Thus, it seems
worth exploring more in depth the mathematical relationships between the two methods. Mo-
reover, a thorough investigation of the errors (e.g., according to the system size N) caused by
DART is still missing. Finally, new algorithms should be developed to solve the compatibility

equations in an optimized way.

We believe that DART will contribute to solve harder problems where the networks have
more heterogeneous properties and the dynamics are driven by more complex functions. Using
our approach for dynamics on real networks should provide new analytical insights about
critical phenomena in a wide range of fields from epidemiology [189] to neurosciences [142]

and ecology [121].
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3.8 Appendix A : DN-dimensional real dynamics

In this appendix, we use DART to reduce the dimension of dynamics on networks of N nodes,
as before, but for which the state of node j € {1, ..., N} is now governed by a D-dimensional

dynamics of the form
N

k=1

where x; = (xg-d)) P | R — RP is a real-valued function of time representing the state of node

j, F : RP — RP is the intrinsic dynamics function, and G : RP x RP — RP is the function

describing the coupling between the nodes.

To get a reduced system, we first need to introduce linear observables, namely X, = (X ,Sd))dDzl
with
N 0
XD =3 "M\, pef1,... n}, (3.64)
j=1

and M being a reduction matrix respecting Conditions A-B of Sec. 3.5.1. Then, using the

same steps as in Sec. 3.5.2, we obtain the nD-dimensional reduced dynamics

XH ~ QMF(BM) + K/HG(’Y/M 5,u)7 ,U, € {17 ey n}? (365>

together with the compatibility equations MW = WM, MK = KM, MA = AM, and

N
Bu=20"> WuX,, (3.66)
v=1
N
Yy = 5;1 Z KXy, (3.67)
v=1
N
8 =r," Y AwX,. (3.68)
v=1

Let us give an example of how DART applies for N Lorenz oscillators with diffusive coupling :

. N
& = aly; — xj) + 0 )y Aj(Tr — 25),
Yyj = brj —y; — x5z,
Zj = xjy; — czj,
where a > 0 is the Prandtl number, b > 0 is the Rayleigh number, and ¢ > 0 is sometimes

called the aspect ratio [230]. We set a = 10, b = 28, ¢ = 8/3 as it is typically done to study
the oscillators on the Lorenz attractor. With Eqgs.(3.65-3.68) and the linear observables

n n n
Ay = ZMM'@% V= Z Myzyj, 20 = Z My;zj,
=1 j=1 j=1
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we get the following 3n-dimensional reduced dynamics :

Xy =a(Vy — Xyu) — 02321 Ly Xy,
yu =bXy — Yy — X2,

Z, =X,V — c2y,
where £ = K — A is the reduced Laplacian matrix.

We now aim to measure phase synchronization for both the complete and reduced dynamics.
For the complete dynamics and for the oscillators reaching the Lorenz attractor, the phase of
oscillator j can be defined as [186, 202|

Zj — 20

,/x?—i—yf-—uo

with zg = 27 and ug = 10. The global phase synchronization is then computed using the
modulus of Eq. (3.12).

f; = arctan (3.69)

Measuring global phase synchronization is not so simple for the reduced dynamics. Indeed,
the linear observables X),, ), and Z,, do not contain information about the synchronization
between the oscillators inside the communities. To apply DART to these oscillator dynamics

2 nonlinear observables must be introduced. For

with the aim of measuring synchronization*
instance, one could use V, = Zj\]:l M,jllz; — X ,,||* as synchronization observables, but this
would require a number of lengthy manipulations and would lead to a more complicated

reduced system [see Annexe B].

Despite these difficulties, there is still a way to use the reduced dynamics of linear observables
to get some insights on the synchronization between the communities. First, we define the

phase of a community B, of Lorenz oscillators as

(3.70)

V¥, = arctan

which is valid if the mean position of the oscillators in the community (i.e., the observables)
reaches the Lorenz attractor. Then, we use the coefficients £,, introduced in Eq. (3.11) and the

phases ¥, to get the following measure of phase synchronization between the communities :

R=|> . (3.71)
pn=1

12. One could still be interested in the reduced dynamics of linear observables and get good results in some
cases.
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FIGURE 3.15 — Lorenz dynamics on the mean SBM. (a) Global phase synchronization curve (green)
vs. the coupling. The synchronization curves related to the measure (3.71) are also shown for the
complete (black) and reduced (grey) dynamics. (b-c) Observable trajectories in each community (blue
and orange) in the X,-Z,, plane. The trajectories do not reach the Lorenz attractor for small coupling
in (b), but reach the attractor for stronger coupling in (c). Parameters : N = 50, N; = 30, No = 20,
Pin = 0.8, Pous = 0.1, a = 10, b = 28, ¢ = 8/3. (-) denotes the average over time and 100 randomly
chosen initial conditions.

We are now ready to compare the complete and the reduced Lorenz dynamics on the mean
SBM. The agreement between the temporal series of X, = (X),, ), Z,) in the complete dyna-
mics and the ones of the reduced dynamics is poor, which is expected, because the oscillators
are chaotic. However, when looking at the curves describing the global phase synchronization
between the communities in Fig. 3.15 (a), the agreement is surprisingly good. The curves are
obtained by extracting the phase of each community with Eq. (3.70) and by measuring the

synchronization between the communities with Eq. (3.71).

For small coupling values, the discrepancies between (R) and (R) are caused by the fact that

the measure of synchronization is not well defined. In this regime, Fig. 3.15 (b) shows that
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the trajectories of the complete dynamics do not reach the Lorenz attractor, preventing us
from using the observable of Eq. (3.71). Also, since the reduced dynamics does not carry any
information about global phase synchronization, the grey synchronization curve of Fig. 3.15 (a)

is expected to be different from the true global phase synchronization defined in Eq. (3.12).

For larger coupling values, the oscillators in each community of the complete dynamics become
synchronized and the trajectories reach a Lorenz attractor as shown in Fig. 3.15 (c). At
that point, only the synchronization between the communities can further increase phase
synchronization. This is why the synchronization curves for (R) and (R) agree with one

another.

3.9 Appendix B : Phase and modulus equations for the

reduced phase dynamics

In the context of synchronization, the observable of interest is not Z,, itself, but rather its
modulus R, and its phase ®, as in Eq. (3.9). To get the differential equations describing the

evolution of R, and ®,, one simply uses

2320+ 242,

R _ ZNZM — ZMZM
a 2R,

and @, = 2iRz ,

(3.72)
which lead to real reduced systems of dimension 2n. For the Winfree, Kuramoto, and theta

models, the reduced dynamics for the moduli and phases are given in Table 3.3. Specific

versions of the equations in Table 3.3 are shown in Table 3.4.
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T€T

TABLE 3.3 — The reduced dynamics for three phase models in terms of the synchronization observable R, and the phase observable ®,. To simplify
the equations, we have defined @, . = ®, + ®, — ®, where two indices separated by a comma indicate a difference between the corresponding phase

observables and otherwise, the phase observables are summed.

Winfree
n oK o =~ o< g S
. ) "
R, = g W Ry sin®y,,, + SN cosd, — 72]\7:‘6“ = KueKprRe Ry cos ®er ), + N ,;1 Ayw Ry cos @y, cos @y, — QNNﬁ ) 527:1 Apv K e Kyr Re Rr Ry cos ®,, cos ¢,
n n
oKy . o ReR: | o R, . Re¢R: Ry .
b, = Z W,“, cos Py, 2—]\7 sin®, — m Ku&’CNTT# sin ®er , — N Z .AH,,R—: sin ®, cos @, — 2N/$2 Z A, glCM—Tu cos @, sin ¢,
£,r=1 v=1 K oygr=1
Kuramoto

Ru= 3" Wi Rusin®y + oo Z ARy cos By — Z A KpeKur Re Rr Ry cos @y e -

ON 2
v=1 v=1 2Nk ll« v,&,7=1
R, R¢R- Ry,
b, = Z WHVR—# cos P, — N Z .A;“,R—u sin®,,,, — N 5 Z Ap K e Kpur sin® ¢ -
v=1 v,§,7=1

Theta
. Q Q*l 1-R2 "
R, = —sind, — e Wyr Re Ry sin ¢, — 2R, Z W, sin @, — 1) sin®, + T sin d, — — K ue/Cpir Re Ry sin @,
2 = = 2 2N 2Nky 2,
ZIC ¢Resin®g , + m Z A K Ky B B Ry 005 @y sin ey + o p” Z A Kpug e Roy cos @y sin @y, — o ZA,WRV cos @, sin @,

51 v,§,7=1 v,é=1

. 1+ R2 Qu ot R¢R-
b, =1- ® ) d E W,.e W P § w [ o § A d ®
H < 2R, ) cos @y + —— 2R, Cos Pp 2 o pEVVur =5 Ru cos Per,y, + #5 Ru cos @¢ \ + 2NR# cosd, — oN ‘W R, cos P, cos P,

o ~ R¢R- R:R:R,
+ 3Nw, Z KueKur R, cosPer )+ — Z IC‘LE cos P¢ ,, — ZNHQ Z Ap K pe Kpr 7}3# cos @, cos B¢ ) — Z AMV’C[J.E
&,7=1 Koy r=1 v,é=1

cos @, cos <I>§7u




TABLE 3.4 — The reduced dynamics of the models introduced in Sec. 3.4.2 in terms of the syn-
chronization observable R, and the phase observable ®,, when K., = K,6u, W = Qu6.,, and

Kp = Zzzl A

Winfree

. 1—-R? "
R, :a< 2NM> cos@HZAW(l—FRycos@,,)

v=1

(3.73)
. 1+R2\ . u
¢, =Q,—-0 INE, sin®,, ;AW (1+ Rycos®,)
Kuramoto
: 1-R2\ &
R,=0 5N E:I.AWRV cos(®, — ®,)
"= (3.74)
. 1+ R\ & .
, =040 oNE, ;A,WR,, sin(®, — @)
Theta
) 1-— RZ ) 0 —
R, = o sin®u |2 =14 > Auw(l-R,cosd,) (3.75)
v=1
. 1+ R2 1+ R% o n
¢, =1- < 2RM“> cos®, + |1+ ( QRMI ) cos®, | |, + N;Alw(l — R, cos®,)
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3.10 Appendix C : Existence and uniqueness of solutions to

the compatibility equations
We prove the claims made in Sec. 3.5.3 about the solutions to the compatibility equations.

Let M and T be complex matrices of respective size n x N and N x N where n < N. As

shown in Ref. [196], when 7 is an unknown matrix of size n x n, the equation

TM = MT, (3.76)
has a solution if and only if

MTM*™M = MT, (3.77)
where M T denotes the Moore-Penrose pseudo-inverse of M. If the latter condition is respected,
then any solution of Eq. (3.76) takes the form
T=MTM"+Y ~-YMM™,

where Y is an arbitrary n X n matrix. If, moreover,

MM*T =1,
then the only possible solution is 7 = MTM™.

The equation MM = I is satisfied if the rank of M is n, which is precisely Condition A that
we have imposed on M to guarantee the linear independence of the observables Z,,. Thus, in
the context of dimension reduction, MM ™ = I must be satisfied, which implies that Eq. (3.76)

has at most one solution, namely, 7 = MTM™. Now, the condition
MYM =1, (3.78)

is sufficient for satisfying Eq. (3.77). However, Eq. (3.78) is satisfied only if the rank of M is

N, which contradicts our first assumption that n < V.

We have proved so far that, in the context of dimension reduction, there exists at most one
solution to Eq. (3.76), i.e., T = MTM™. However, the existence of this solution remains
non-trivial. To go further in our analysis, we need to impose an additional restriction to the

matrix 7.

Thus, let us suppose that T is real and symmetric, as are the matrices W, K, and A in
Egs. (3.25-3.27). Then, T possesses N real orthonormal eigenvectors of size 1 x N (i.e., row
vectors). Let us choose ¢ > n eigenvectors and form the ¢ x N matrix V whose p-th row is the
p-th eigenvector of T. Then, VVT =T and VT =V .

Additionally, let us suppose that M can be factorized as M = CV, where C is a real n X £
matrix of rank n, so n < £. Simple manipulations then lead to the following conclusion :
Eq. (3.76) is satisfied if and only if

TC = CA, (3.79)
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where A is the diagonal matrix whose p-th element on the diagonal is equal to the eigenvalue

A, of the p-th eigenvector in V. In turn, Eq. (3.79) is consistent if and only if
CACTC = CA.

Thus, C*C = I is a sufficient criterion for Eq. (3.76). But CTC = I is satisfied if and only
if the rank of C is £. We therefore need to impose that £ = n and that C is a non-singular

matrix.

All in all, we have proved that if the three conditions below are satisfied, then Eq. (3.76) has

a solution :

(1) M =CV, where
(2) C is a non-singular n x n real matrix and

(3) Vis an x N real matrix composed of n real orthonormal row eigenvectors of T

Moreover, the solution is unique and it is equal to

T =CAC™.

3.11 Appendix D : Calculation of C7 and V; in Procedure 1

We explain how to compute the matrices Cr and Vr of Procedure 1. The difficult part of the
calculation is Cp, for which we propose two exact methods and an approximate method based

on nonnegative matrix factorization, a special form of low-rank approximation of matrices.
3.11.1 Eigenvector matrix Vr

Any row eigenvector of the target matrix 71" can, in principle, be used to build the matrix
Vr. However, to get observables that describe the large-scale dynamics of the system, the
eigenvectors of Vp should have as many non-zero elements as possible. Moreover, to simplify
the calculation of Cp, the matrix Vp should already be close to a reduction matrix, which
is required to satisfy Condition B. Hence, the sign of the eigenvectors should minimize the
number of negative elements. This is easily done when the target matrix is either W or K,
since all eigenvectors can contain only nonnegative elements. When the target matrix is A,
there is only one eigenvector with nonnegative elements, the Perron vector of A, associated
with the largest eigenvalue of A. Thus, the Perron vector, once normalized, should always be

included in Vy.

3.11.2 Exact methods to compute C; for a given Vi

There are two typical cases : (1) all elements of Vp are nonnegative and (2) many elements of

Vr are negative, but one row of Vr is nonnegative.
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If all the elements of V are nonnegative, as for T'= W or T' = K, then the solution to Step 3

. 1 1
Cr = diag <Zj(VT)1j Y Zj(VT)nj) ’ (3:80)

of Procedure 1 is

which makes M7 satisfy Condition B.

If Vi contains at least one row with nonnegative elements, as for the case T' = A when the

Perron vector is included, then the solution to Step 3 is of the form

Cr=DE, (3.81)
with
D = diag ! ! (3.82)
=dig| =———+—,..., =7 |, )
Ej(EVT)lj Zj(EVT)nj
and
1 0 O
a 1 0
FE = , (3.83)
a3 0 1

where we have placed the nonnegative eigenvector in the first row of Vp without loss of

generality. The parameters ¢, are chosen to ensure the non-negativity of all elements (EVr),,;.

. — max { (VT)ul (VT>MN}
g (Voyu” 7 (Vehin )

A simple solution is

When T = A, the last method ensures the existence of at least one coefficient matrix C'4 which
in turn implies that the reduction matrix M4 is positive and solve exactly the compatibility
equation M4A = AM,. Thanks to Egs. (3.81-3.83), the method also provides an explicit
formula for the calculation of C'4. However, the method does not confer any additional desirable
property to M 4. For instance, M4 could be far from being row-orthogonal [Condition A’| and
could thus limit our capacity to interpret the linear observables Zy, ..., Z,. As a consequence,

we need to compute C4 in another way.

3.11.3 Approximate method to compute Cr for a given V

In this paper, we rely on an approximate method that uses two matrix factorization algo-
rithms. First, semi-nonnegative matrix factorization (SNMF) [4, 62| decomposes Vr as X Xo,
where X is non-singular and X5 is nonnegative [Condition Bs|. Actually, the algorithm
minimizes the MSE between Vr and X;Xs. We use the Python package PyMF to perform
SNMF. Second, we use orthogonal nonnegative matrix factorization (ONMF) [63] to factorize
the nonnegative matrix Xo as X3Mp, where X3 is non-singular and My is as close as pos-

sible to a row-orthogonal nonnegative matrix, which is a desirable property for the reduction
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matrix [Condition A’|. To perform the calculations, we have modified and corrected the Py-
thon package i{ONMF. Starting from eigenvector matrix Vr, we end up with a nonnegative
matrix My, which is nonnegative and (or almost) row-orthogonal. The corresponding ma-
trix Cr is therefore Xy le_ ! Elementary manipulations finally yield a row-normalized My
[Condition By].

3.12 Appendix E : Calculation of (7, in Procedure 2

Step 4 of Procedure 2 does not specify how to find the coefficient matrix Cr,. The reason
for this lack of specificity is that there is no unique method for the computation of Cr,. We
have chosen an approximate method, similar to the one of Appendix 3.11, because it leads to

reduction matrices M, that are almost row-orthogonal. The details are given below.

Let us define
VTl, u =1,

Vi = VTQVQ_{VT“ u =2,
VT3 VJ_{ VT1 ij; VT2 szl_ VTl, u=3.
Therefore, the reduction matrix M, in Eq. (3.40) is

M, =Cr,Va, wue{l,2,3}. (3.84)

In general, it is not possible to find Cr, such that the reduction matrix M, in Eq. (3.84) is

nonnegative, normalized, and as close as possible to a row-orthogonal matrix [Conditions B
and A’l.

However, we can consider M, as a factor of V,, and find an approximate solution to Eq. (3.84),
ie.,

Vu = Cp My, (3.85)
which defines a matrix factorization problem where C7, and M, are to be found.

First, to satisfy Condition Bs, we factor out a nonnegative n x N matrix X; from V,, using

semi-nonnegative matrix factorization (SNMF) [4, 62|,
Vu ~ 01X1, (3.86)
where (] is a non-singular n x n matrix found with the SNMF algorithm.

Second, to satisfy Condition A’, we factor out a nonnegative and almost orthogonal n x N

matrix Xy from X; using orthogonal nonnegative matrix factorization (ONMF) [63],
X; ~ CoXo, (3.87)

where Cs is a non-singular n x n matrix found with the ONMF algorithm.
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Third, to satisfy Condition By, we factorize X9 exactly to extract the reduction matrix M,

(now nonnegative, almost orthogonal, and normalized)

Xo = C35M,, (3.88)
with a non-singular diagonal matrix C3 where the u-th diagonal value is given by Zévzl (X2)pj-
Finally, substituting Eqgs. (3.87-3.88) into Eq. (3.86) and inverting the relation yields

M, =~ Cytey e,

where we have used the non-singularity of Cj, C, and Cs. The coefficient matrix Cgr, is

therefore

Cr, =Cytestert.

Other NMF approaches could be useful for the computation of the coefficient matrix. For ins-
tance, convex nonnegative factorization (CNMF) seems particularly adapted to our problem.
Indeed, as reported in [62], CNMF is able to approximate a matrix with both positive and
negative elements as the product of two matrices : a first matrix that convexly combines the
elements of the original matrix; a second nonnegative matrix whose rows are almost ortho-
gonal. The impact of other NMF algorithms on the quality of DART will be investigated in

another paper.

3.13 Appendix F : Equivalence between the complete and the

reduced dynamics for n = N

Let n = N. Then, M = CV can be written as the identity matrix. Moreover, the reduced
dynamics (3.17) is equivalent to the complete dynamics (3.14) if and only if H is affine with

respect to its last two arguments, i.e.,
H(u,v,w,z2) = E(u,v)w + Q(u,v)z + S(u,v), (3.89)

where u,v,w,z € C and F, @, S are any complex-valued holomorphic functions. The rest of

this appendix is used to prove the above statements.

First, since W, K, A are real symmetric matrices, there exist an orthonormal eigenvector basis
to construct the matrix V. For such basis, VT is the inverse of V, so we can choose C' = VT
to get M = I, the identity matrix. Note that the methods of Appendices 3.11.3-3.12 don’t
necessarily return M = I, but rather M = P, where P is a permutation binary matrix (with a
single element 1 in each row and each column and 0 elsewhere). However, a simple relabelling
of the variables, or the change C — P~1C, yields the desired result M = I.

The equation M = I readily implies that Z, = z;, Q, = wj, and K, = kj; for all j = p €
{1, ..., N}. Moreover, D§1 =W=W,D;!=K =K, A= A, and the compatibility equations
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are trivially satisfied. The reduced dynamics is therefore
25 = F(2, %) + w;G(2, %) + kjH (25, %), €5, &) ,
where €; = k;l Zévzl Ajezyp.

Second, let us assume that Eq. (3.89) is satisfied. Then, according to the previous result, the

reduced dynamics is
zj = F(Zj, Ej) + WjG(Zj, 2]‘) + kj [E(Zj, Ej)ej + Q(Z’j7 Zj)Ej + S(Zj, Ej)]
which is equivalent to the complete dynamics (3.14).

Finally, let us assume that Eqs. (3.17) and Eqs. (3.14) are equivalent. Then, the equality
N
kiH (2,2, ¢5.65) = > AjiH (25, 2, 210 Z) (3.90)
k=1
must be true for all j € {1,..., N} and (21, ..., zy) € C". Since H is a holomorphic function,
we can develop the right-hand side function H in Taylor series around €; and €; in the third

and fourth arguments respectively :

H(zj, %), 2k, %) = H (25, %), €5, 6) + (2 — €5)Hs + (2 — €) Ha + s},

where sﬁ contains the higher-order terms, i.e.,

(o ¢] — —
=% (2 — )" (2 — &)™ 0"+ H
/ 0! 4! 9z 9z

£1,62=2 (21:2)=(€5,€5)

Substituting the expansion into Eq. (3.90), the zeroth order term cancels with the left-hand

side and the sum over k of Aj;, times the first order terms gives zero. Hence,

N
> Ajst, =0, (3.91)
k=1

which tells us that all the higher-order (> 2) terms of the Taylor series of H must be zero. This
is true if and only if H is affine with respect to its third and fourth argument as in Eq. (3.89).

This concludes the proof.

It is straightforward to show that the coupling function H of the Winfree, Kuramoto, and
theta models has the form of Eq. (3.89). Indeed, for the Winfree model,

g 2

1
E(zj,2;) = Q(z,%;) = 55%’,53‘) = _ﬁ(zj - 1),

for the Kuramoto model,

_ o _ O'ZJZ- _
E(zj,%;) = IN’ Q(zj, %)) = TON S(zj,2;) =0,

and for the theta model,

_ _ 1 _ o
B2, %) = Q(2,%) = —58(2, %) = 5 (2 + 1)
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3.14 Appendix G : Initial conditions to get chimeras

One important fact about the simulations of the Kuramoto-Sakaguchi dynamics is that the
initial conditions to get a chimera state are not known a priori. Apart from Ref. [158], there is
not much information in the literature about the initial conditions that lead to chimera states.
In this paper, we drew multiple initial conditions from a uniform distribution for each point
in the density space of the mean SBM. After some numerical exploration, we found that the
number of observed chimeras per initial condition is not equal everywhere in the density space
as reported in [158]. These experiments raised the question : What are the initial conditions

that allow the emergence of chimeras?

For given p, A, f, and «, the initial conditions that lead to chimera states vary considerably.
This is shown in Fig. 3.16. The heatmaps of initial conditions show diverse non-trivial patterns
(for instance, spiral patterns) and the size of the regions of initial conditions giving chimera
can be big as the complete map or only a very small part of it. It is therefore a hard problem

to make an appropriate choice of initial conditions to find chimeras.

- —-0.4
0.0 0.5 1.0 0.0 0.5 1.0

Ry(0) R;(0)
FIGURE 3.16 — Basin of attraction of the chimera states in the Kuramoto-Sakaguchi model (3.46-
3.47) on the mean SBM for different f, a, p, A. (Top left) Stable chimera region : f = 1.0, a = 1.4,
p =057, A = 0.33. (Top right) Breathing chimera region : f = 1.1, « = 1.4, p = 0.5, A = 0.4. The
line of the spiral pattern has been thickened for visualization purposes. (Bottom left) Stable-chimera
region : f = 1.3, a = 1.45, p = 0.8, A = 0.13 (Bottom right) Breathing chimera region : f = 1.5,
a=1.45,p=06, A=0.2
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3.15 Complement I : Examples of Procedure 1

Let us illustrate the four steps of the procedure with a very simple example : two weakly

interacting communities of oscillators with natural frequencies wy and ws, respectively.

1 : The coupling between the oscillators is weak, and thus negligible in first approximation.
Moreover, each element on the diagonal of W is either wq or wo, which implies that the
values of W are thus well partitioned. This makes W the ideal target matrix.

2 : Let #,, be the set of nodes with natural frequency w,,. Let also s* be the surjection such
that

s(j) =p iff je .
Then, W has two orthonormal eigenvectors of interest, v; and vs, with elements

1
(vu)j = T Opus(j) -
i

where ¢,,,, is the Kronecker delta. These eigenvectors are the ones with the most non-zero

elements. Thus,

which is obtained by inspection with My, = Cy Viy or more systematically from Eq. (3.80).
The corresponding reduction matrix has elements
1

4 : We finally use Egs. (3.34) to calculate the reduced matrices W, K, and A. One easily
shows that

(M )ju = Oy

W:<“’1 0).
0 wo

Note that, in this case, 2, = w, for all 4 € {1,...,n}. The above procedure can be straight-

Hence, for example,

forwardly generalized to the case where the oscillators are divided into n communities, each

having its own natural frequency.

In the previous example, the dynamical parameters were partitioned into two disjoint sets.
Another interesting case is when the degrees are partitioned. For example, let us suppose that

each node has degree either k; or ks. Proceeding as in the previous example, but starting with
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K instead of W in the first step, we get the reduction matrix Mg = Ck Vi whose elements
are
1

(MK)MJ = |%| 5#5’“(]’)' (393)

In the last equation, .#,, denotes the set of nodes of degree k, and s¥(§) = p if and only if

J € . The simplest reduced matrix then becomes
kr 0

K=" :
0 ko

3.16 Complement II : Explosive synchronization

and k, =k, for all p e {1,...,n}.

It is important to note that the trajectories of the complete dynamics (3.5) do not converge
to a equilibrium point in the same context as Fig. 3.14 (b). Indeed, as shown in Fig. 3.17, the
trajectories of the complete dynamics reach a limit cycle instead of a equilibrium point. One
should therefore be careful when using reduced dynamics to characterize the possible states
of the complete system. In other words, the nature of the equilibrium points in the reduced

dynamics is not necessarily the same for the complete dynamics.

—— Complete dynamics Reduced dynamics
0.16 1 A A A AN
< 0144 Z o
= 0.14 p 0
ANAAANAANAAN ”
VVVVVVVVVVV
0.12 1 14
96 98 100 96 98 100
Time t Time t
0.2 0.2
= = x
B A
Z 001 5 0.0
g s
—0.2 T T —0.2 T T
—0.2 0.0 0.2 —0.2 0.0 0.2
R(t) cos O(t) R(t) cos ®(t)

FIGURE 3.17 — Trajectories of the complete (dark blue) and reduced (lightblue) Kuramoto-Sakaguchi
dynamics on the star graph for 0 =1, a = 0.27, and 6,(0) = 27 (%) ,j€{l,..,N}

We conclude this complement by exploring the effect of the star size on the unsynchronized

trajectories of the complete Kuramoto-Sakaguchi model. Let us define another global obser-
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vable Z¥ = Re' where ¥ = % Zjvzl ¢ . The behavior of the observable Z¥ for the complete
dynamics (3.5) on the star is particularly special for & = —0.27 and o = 0.2. Indeed, we ob-
serve that the trajectories create highly symmetrical patterns with multiple lobes as shown in
Fig. 3.18. Interestingly, the number of lobes is equal to the total number of nodes of the star
graph N.

R(t) sin¥(t)

R(t) sin¥(t)

FIGURE 3.18 — (a-d) Trajectories in the complete Kuramoto-Sakaguchi dynamics on the star graph

vs. the number of nodes N for o = 0.2, o = 0.2 and 6;(0) = 27 (&), j € {1,..., N}.
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Conclusion et perspectives

Au sein d’un systéme complexe, d’étonnants phénomeénes collectifs émergent sous 'influence
d’une structure hétérogéne et d’une dynamique non linéaire. La synchronisation en est un
exemple parfait dans lequel des mouvements coordonnés surgissent des interactions entre les
constituants de systémes réels trés variés, du cerveau aux réseaux électriques. Dans ces deux
systémes respectifs, 'épilepsie [122] et les pannes de courant [213] sont des problémes ma-
jeurs ou la prédiction de la synchronisation ou de la désynchronisation des constituants est
fondamentale pour éviter la catastrophe. La synchronisation joue aussi un roéle clé pour la com-
munication dans les nuées d’oiseaux et les bancs de poissons qui accomplissent des manoeuvres

coordonnées a de grandes vitesses pour éviter les prédateurs [52].

Prédire I’émergence de phénomeénes collectifs est sans doute 'un des plus grands défis du XXI°
siécle et diverses approches seront requises pour retracer leur origine. Parmi ces approches,
le réductionnisme méthodologique, par lequel les constituants et les interactions du systéme
sont décomposés en détail, est indispensable pour identifier les divers mécanismes cachés in-
tervenant dans les systémes complexes. Toutefois, cette décomposition détaillée a un cotit : en
identifiant toujours plus de mécanismes, il devient difficile d’établir des liens cohérents entre

ces mécanismes pour avoir une perspective d’ensemble sur le systéme et ce qui en émerge.

Afin de compléter les méthodes réductionnistes, il est alors nécessaire de concevoir de nou-
velles approches qui s’appuient explicitement sur les caractéristiques intrinséques des systémes
complexes comme leur structure et leur dynamique. Au chapitre 1, nous montrons qu’il est
utile de décrire la structure avec des objets mathématiques appelés graphes, dans lesquels les
constituants sont simplifiés & des sommets et les interactions, & des arétes. A chaque sommet,
il est possible d’y attribuer des états qui évoluent dans le temps et qui sont influencés par les
états des autres sommets. Il en résulte un systéme dynamique sur un graphe gouverné par un
systéme d’équations différentielles. Lorsque ce systéme posséde des solutions périodiques, les
constituants sont qualifiés d’oscillateurs et les dynamiques deviennent alors d’excellents bancs

d’essai pour simuler I’émergence de la synchronisation.

Cependant, il est difficile de prédire la synchronisation des oscillateurs puisque la dimension
des dynamiques décrivant les systémes complexes est élevée. Dans ce mémoire, nous nous

sommes ainsi dévoués a la réduction dimensionnelle des systémes complexes. Au chapitre 2,
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nous avons montré comment réduire la dynamique d’oscillateurs a une dynamique de leur
phase uniquement, ce qui nous a permis d’obtenir le paradigmatique modéle de Kuramoto.
Le modéle de Kuramoto est toutefois plein de surprises : sa dynamique est extrémement
riche et les oscillateurs se synchronisent malgré ’apparente simplicité du modéle. Nous avons
ainsi introduit des méthodes mathématiques spécialisées de réduction dimensionnelle que nous

avons réussi a appliquer au modéle de Kuramoto sur des graphes modulaires simples.

Il y a toutefois des limites a ces méthodes de réduction dimensionnelle : leur application est res-
treinte aux dynamiques de phase sur des graphes avec des propriétés homogénes. Au chapitre 3,
nous avons découvert une nouvelle approche pour réduire la dimension des dynamiques sur
des graphes, nommée DART pour Dynamics Approzimate Reduction Technique. DART clarifie
non seulement les difficultés & réduire la dimension d’'une dynamique sur des graphes, mais
révéle aussi une trichotomie intéressante reliée a la conservation des propriétés dynamiques
et structurelles du systéme complet. Nous avons pris d’assaut cette trichotomie en élaborant
deux procédures qui font usage de la théorie spectrale des graphes et de diverses techniques
d’optimisation pour faire des compromis entre le respect de la structure et de la dynamique du
systéme complet. En plus d’obtenir les dynamiques réduites pour trois dynamiques de phase
différentes avec DART, nous avons réussi a prédire I’émergence de phénoménes exotiques de

synchronisation dans des graphes avec une structure modulaire.

L’accomplissement de ce projet de recherche a donné naissance a une quantité considérable de
questionnements sur la réduction dimensionnelle des systémes complexes. Afin de les garder
en mémoire sans encombrer la conclusion, ces questionnements sont mis en contexte avec leurs
difficultés dans le tableau C. Celui-ci est divisé en trois parties : les perspectives structurelles,
les perspectives dynamiques et les perspectives DART. Les perspectives structurelles sont prin-
cipalement reliées a l'applicabilité d’une réduction dimensionnelle pour des réseaux réels ou
des graphes avec des propriétés plus complexes, comme des arétes dirigées, une distribution
des degrés en loi de puissance ou une structure d’ordre supérieur. Les perspectives dynamiques
se rapportent & des analyses mathématiques supplémentaires des dynamiques qui auraient
pu étre effectuées. Entre autres, une avenue prometteuse est l'utilisation des opérateurs de
Koopman, par laquelle les dynamiques non linéaires sont transformées en dynamiques de plus
haute dimension, mais linéaires. Le spectre d’un opérateur de Koopman posséde de I'informa-
tion fondamentale sur la structure et la dynamique des systémes complexes. Finalement, les
perspectives DART sont surtout reliées a des extensions méthodologiques de DART, comme

I’ajout d’observables non linéaires [annexe B| ou 'extension a des dynamiques adaptatives.

Rendre simple un systéme complexe semble étre a I'encontre de toute logique. Pourtant, la
simplicité d’un systéme réduit fournit une intuition profonde de I’émergence de phénomeénes
collectifs. Une simplification n’est toutefois pas simplement donnée : seul 'exercice rigoureux

offre un regard instructif sur les systémes complexes, ce qui n’est pas pour ’esprit oisif.
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TABLEAU C — Perspectives futures du projet de recherche présenté dans ce mémoire.

Mise en contexte

Questionnements

Difficultés

Perspectives structurelles

Les réseaux complexes sont typiquement

dirigés.

Comment réduire la dimension des
dynamiques sur des graphes diri-
gés 7 Est-ce possible avec DART ?

La matrice d’adjacence n’est pas
symétrique et son spectre est com-
plexe. DART n’est pas adaptée a
ces propriétés pour le moment.

La théorie spectrale des graphes est de
mieux en mieux connue [181], mais n’est
pas utilisée a son plein potentiel dans

I’étude des dynamiques sur des graphes.

Est-ce que la forme analytique de
la densité spectrale d’un graphe
aléatoire est utile pour ’étude des
dynamiques sur ce graphe aléa-
toire ? Quel est le role des vecteurs
propres reliés aux valeurs propres
du coeur de la densité spectrale
dans DART 7

La forme des densités spectrales
peut étre particuliérement com-
plexe [181]. Les quantités spec-
trales sont souvent difficiles a in-

terpréter.

Les graphes avec une structure d’ordre su-
périeur (ex. complexes simpliciaux) se pro-
jettent sur les graphes bipartis [23]. DART
s’applique bien aux dynamiques sur les

graphes bipartis.

Est-ce que DART permet de ré-
duire la dimension des dynamiques
sur des structures d’ordre supé-
rieur 7

Le spectre des graphes d’ordre su-
périeur n’est pas nécessairement
utilisable pour résoudre les équa-
tions de compatibilité dans DART.
Le nombre de dimensions & conser-
ver est sans doute plus grand pour
prendre en compte 'effet des struc-

tures de différent ordre.

Il est populaire d’utiliser les symétries des
graphes (automorphismes) plutot que le
spectre pour réduire la dimension des dy-
namiques d’oscillateurs [46, 172, 218, 227].
Le spectre d’un graphe et ses automor-

phismes sont reliés.

Est-ce plus prometteur d’utiliser
les automorphismes pour la réduc-

tion dimensionnelle 7

Les automorphismes d’un graphe
sont plus difficiles & obtenir numé-
riquement (comparativement au

spectre par exemple).

Il est possible d’utiliser DART pour la ré-
duction dimensionnelle de dynamiques sur
des réseaux réels afin de mesurer leur rési-
lience. E. Laurence a déja amorcé ce projet
avec des réseaux bipartis réels de plantes-
pollinisateurs. Ce projet est prometteur
entre autres parce que DART s’applique
efficacement aux réseaux bipartis. Dans les
réseaux bipartis réels, il y a souvent plus
de deux valeurs propres qui se détachent

du coeur du spectre.

Est-il possible de quantifier la ré-
silience des réseaux de plantes-

pollinisateurs avec DART 7

Il n’est pas aisé de définir une
mesure de résilience & l’aide du
spectre de la matrice d’adjacence

et des propriétés de la dynamique.
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Le spectre d’un graphe invariant d’échelle
(scale-free) posséde un coeur qui ne suit
pas la loi du demi-cercle de Wigner [68, 80]
et ne posséde pas nécessairement de va-
leurs propres qui se détachent de ce coeur.
Les auteurs de la référence [198] réussissent
a réduire une dynamique de phase sur des
graphes invariants d’échelle en utilisant des
observables Zj, pour chaque classe de degré
k en deux équations a ’aide de la méthode
OA et de la linéarisation. Cette démarche
permet aux auteurs d’obtenir des seuils cri-

tiques de synchronisation des oscillateurs.

Comment choisir les vecteurs

propres de la matrice d’adja-
cence pour construire la matrice
de réduction M, utilisée dans
DART? Faut-il
satisfaire 1’équation de compati-
bilité MK = KM pour avoir des

observables telles que Z, = Zj

plutot  viser a

comme dans la référence [198] ?

Le spectre des graphes n’est peut-
étre pas utile dans cette situation.
La dimension du systéme réduit n
peut-étre prés de N pour de grands
graphes dans lesquelles le nombre

de classes de degrés est élevé.

Perspectives dynamiques

A la figure 3.8 du chapitre 3, les transitions
pour R; et Ra au niveau mésoscopique at-
teignent 1 dans plusieurs cas. En posant
R; = Rz = 1 dans les équations différen-
tielles du tableau 3.3 avec n = 2, il y aurait
alors deux équations des observables méso-
scopiques de phase (®; et ®3). Peut-étre
méme qu’en posant & = P; — Py, il est
possible d’obtenir une seule équation pour
®. Ce genre d’astuce a déja utilisé efficace-
ment dans ce mémoire (au chapitre 3 entre

autres) et dans les références [1, 198].

Est-il possible de faire une ana-
lyse dynamique plus approfondie
des dynamiques réduites obtenues
avec DART ?

Malgré ces astuces, les équations
différentielles sont peut-étre encore
trop compliquées.

N. B. Malgré tout, il est bien de
garder en téte que nous pouvons
gagner une intuition des simula-
tions numériques pour effectuer
I’analyse de nos équations réduites
avec DART ou une autre réduction

dimensionnelle.

La non-linéarité de la dynamique des sys-
témes complexes est un défi d’importance a
surmonter pour analyser un systéme com-
plexe. Il se trouve qu’il est possible de
transformer une dynamique non linéaire
en une dynamique linéaire gouvernée par
un opérateur de Koopman. Cette approche
est particuliérement prometteuse puisque
la non-linéarité de la dynamique initiale est
préservée sous cette transformation et la
transformation projette l’espace des états
vers un espace d’observables. Le spectre de
l'opérateur de Koopman contient des infor-
mations essentielles sur la dynamique et la
structure du systéme, ce qui rend cette ap-

proche d’autant plus intéressante [218].

Est-ce que 'approche de Koopman
permet d’obtenir des résultats ana-
lytiques pour des dynamiques sur
des graphes décrivant des systémes
complexes ? Est-ce que le spectre
de Vopérateur de Koopman porte
de linformation intéressante sur

I’émergence des chiméres ?

Cette transformation déplace le
probléme de la non-linéarité : I'es-
pace des observables est de dimen-
sion infinie. Malgré un récent re-
gain d’intérét, cette approche de-
meure plutét technique et semble
peu documentée pour des applica-
tions aux systémes complexes. Les
résultats obtenus avec cette ap-
proche semblent étre majoritaire-

ment numériques 36, 135].
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Pour les méthodes de Ott-Antonsen et
Watanabe-Strogatz, la géométrie est per-
tinente pour expliquer I’Ansatz OA et la
transformation de Watanabe-Strogatz res-

pectivement [160].

Quel est le role de la géométrie de
la dynamique sur des graphes dans
I’émergence de phénomeénes macro-
scopiques ? Est-ce que la géométrie
donne de l'information pertinente
sur la maniére de réduire la dimen-

sion d’un systéme complexe ?

Ces

connaissances plus avancées de

questions requiérent des
topologie et de géomeétrie dif-
férentielle qui sont difficiles a
utiliser pour ’étude des systémes

complexes.

Perspectives DART

Comme mentionné en introduction de ce
mémoire, les systémes complexes sont sou-
vent adaptatifs.

Est-il DART
pour les systémes adaptatifs (ex.

possible d’utiliser

cerveau) ?

Il est non trivial de trouver un mé-
canisme d’adaptation ou la réduc-
tion dimensionnelle des références
[142, 234] est applicable, et ce,
méme pour la dynamique simple de
Wilson-Cowan [142].

N. B. Ce projet, amorcé par O. Ri-
bordy, est en train d’étre réalisé
avec M. Vegué, J. Hermans, P. Des-
rosiers, A. Allard et V. Thibeault.
Les résultats sont plutét promet-

teurs.

La trichotomie dans DART impose de faire
un compromis entre la conservation des ca-

ractéristiques structurelles et dynamiques.

Est-il possible de contourner cette
trichotomie en respectant le mieux

possible I’équation

M(aW +bK + cA) = XM

avec M = CV ou V est une ma-
trice des vecteurs propres de (aW+
bK + cA) ? Nous pourrions ensuite
utiliser MT = T M pour tout T €
{W, K, A} et en déduire la solu-
tion qui minimise la MSE pour,
T=MAMT.

Le spectre de aW + bK + cA est
possiblement compliqué et le choix
de vecteurs propres pour construire
M est peut-étre difficile a faire.
Le choix des constantes a, b et ¢
n’est pas évident non plus. Peut-
étre qu’il faudrait choisir ¢ = 1 et
a,b de telle sorte que les éléments
sur la diagonale de W et K soit
du méme ordre de grandeur (de
P’ordre de 1 comme la matrice d’ad-

jacence 7).

Ibid.

Est-il  possible de
DART en
servables

généraliser
introduisant des ob-
pondérées par les

paramétres  dynamiques [voir

l’annexe B ?

Comme montré & lannexe B, il
n’est pas évident d’établir com-
ment certains termes s’expriment
selon les observables (ex. (B.19))
et comment fermer le systéme

pour 'observable Yp.
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DART s’inscrit parmi plusieurs autres mé-
thodes de réduction dimensionnelle s’ap-
pliquant aux dynamiques de phase et pos-
séde en principe certaines similarités avec
celles-ci. En particulier, les dynamiques ré-
duites obtenues avec DART ressemblent
aux dynamiques réduites obtenues avec la
méthode OA.

Quel est le lien entre la méthode
OA et DART?

La méthode OA est dans la limite
N — oo et utilise les séries de Fou-
rier contrairement & DART (N <
oo et utilisation des séries de Tay-
lor).

L’utilisation des séries de Taylor dans
DART laisse supposer que la technique se
généralise en conservant plus de termes (les
termes non linéaires) dans les séries [voir

I’annexe B].

Est-ce que DART se généralise
pour des observables non linéaires 7
Si oui, est-ce que la généralisa-
tion permet de réduire des dyna-
miques plus non linéaires et avec

une meilleure précision ?

L’interprétation des quantités ana-
logues & K, et €, du chapitre 3
(ex. 7) difficile. Le

choix des points autour desquelles

est plus

nous effectuons les séries de Tay-
lor n’est pas justifié complétement.
Le nombre d’équations résultantes
semble souvent devenir trop grand
pour qu’une analyse dynamique
soit effectuée.

DART restreint seulement la dimension de
la dynamique réduite n & étre plus petite

que N.

Quelle est la qualité de la dyna-
mique réduite par rapport a la dy-
namique compléte selon n? Pour
quelle valeur de n la réduction di-
mensionnelle est exacte ou presque
exacte 7

Il y a plusieurs procédures pour ré-
duire la dimension de la dynamique
compléte avec DART. La réponse a
ces questions dépend du choix de la
matrice de réduction M et de plu-
sieurs autres facteurs expliqués au

chapitre 3.

Dans la littérature, il ne semble pas y
avoir d’algorithme adapté pour faire & la
fois une SNMF et une ONMF comme dé-
siré pour DART. Dans Darticle [146], les
auteurs introduisent ’algorithme pour ef-
fectuer une Semi-Orthogonal Nonnegative
Matriz Factorization (SONMF), mais ce
n’est pas la matrice factorisée (G dans
leur article) qui est orthogonale. Il semble
toutefois que 'on puisse s’inspirer de cet
article pour développer l'algorithme Or-
thogonal Semi-Nonnegative Matriz Facto-
rization (OSNMF) pour résoudre le pro-
bléme d’optimisation
: 2
armin [1X — CM||%

sujet A M >0et MMT =1
ot X est une matrice cible de dimension
n x N (ex. matrice de vecteurs propres), C
est une matrice de coefficients de dimen-
sion m X n et M est une matrice de réduc-
tion de dimension n X N.

Quelle est la méthode numérique
optimale pour résoudre les équa-
tions de compatibilité résultantes
de DART ? Est-ce la OSNMF, la
CNMF [62] ou d’autres méthodes ?

Déterminer la méthode de facto-
risation de matrice optimale pour
DART nécessite une étude compa-
rative approfondie considérant plu-
sieurs facteurs, dont les erreurs
de factorisation et la vitesse de

convergence de l'algorithme.
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Annexe A

Outils numériques

A.1 Structure

Numériquement, les graphes peuvent étre analysés et visualisés avec une bibliothéque de Py-

thon nommée NetworkX. Il y a plusieurs avantages a utiliser NetworkX, en voici quelques-uns :

1. Installation facile;

2. Utilisation aisée avec Python.
Il y a cependant son penchant de désavantages :

1. Certaines fonctions sont lentes lorsque le nombre de sommets IV est grand ;

2. Les visualisations sont limitées ou laborieuses & implémenter (ex. les boucles).

Pour pallier a ces problémes, il existe graph-tool pour faire des calculs plus rapides (la biblio-
theque est plus difficile & installer et a utiliser) et D3.js pour faire de meilleures visualisations.
La bibliotheque DynamicaLab du groupe de recherche Dynamica contient également des algo-

rithmes intéressants.

A.2 Dynamique

Pour résoudre numériquement la dynamique (1.27) et obtenir la série temporelle, nous avons
fréquemment utilisé scipy.integrate.ode de Python. Il y a plusieurs avantages a utiliser cette

classe, en voici quelques-uns :

1. La classe est bien documentée dans scipy ;
2. Il y a plusieurs types d’intégrateurs ;

a) Des intégrateurs qui choisissent automatiquement l'intégrateur dépendant de si
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I'équation différentielle est raide! ou non (intégrateur vode ou lsoda);
b) Un intégrateur de dynamiques complexes (zvode)? ;
c¢) Des intégrateurs bien connus comme Runge-Kutta d’ordre (4)5 (DOPRI).

3. Les intégrateurs sont d’ordre élevé, rapides et faciles a utiliser.

Notons que certaines dynamiques sur certains graphes (comme celles du chapitre 3) peuvent
étre trés sensibles au choix de méthode d’intégration. Des résultats aberrants peuvent survenir
(ex. convergence vers une mauvaise solution, divergences de la solution, oscillations saccadées,

etc.) et lorigine des erreurs d’intégration peut étre trés mystérieuse.

Afin d’éviter ou de comprendre ces aberrations, il est utile, voire essentiel, de coder son propre
intégrateur (ex. Euler, Runge-Kutta 4, DOPRI45, etc.) plutot que d’utiliser une boite noire
dans Python (ex. scipy.integrate.ode, scipy.integrate.odeint). Vérifier les résultats avec plu-

sieurs intégrateurs s’avére généralement trés utile.

Dans cette optique, j’ai implémenté 'intégrateur de type Runge-Kutta DOPRI (pour DOR-
mand et PRInce) [67], ce qui se fait aisément avec les tableauzr de Butcher [38]. Au chapitre 3,
la méthode a été utilisée pour obtenir les courbes de synchronisation pour les dynamiques
de Winfree, Kuramoto et théta et en particulier pour obtenir I’hystérésis pour la dynamique
de Kuramoto sur 1’étoile. Les intégrateurs intégrés dans Python provoquaient de sérieux pro-

blémes, ce qui provenait peut-étre de 'utilisation de pas adaptatifs.

1. Une définition universelle de la raideur d’une équation différentielle n’existe pas. Cependant, on dit
souvent qu’une équation différentielle est raide (stiff en anglais) si les méthodes numériques (explicite) d’in-
tégration sont numériquement instables. Dans le concret, on y voit des solutions numériques de (1.27) qui
divergent.

2. Celui-ci est trés utile pour l'intégration des dynamiques complexes du chapitre 3.
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Annexe B

Extensions de DART

L’objectif de cette annexe est de présenter de nouvelles avenues possibles pour DART, présenté
au chapitre 3. En plus de discuter des limitations possibles de la méthode, nous présentons

quelques résultats analytiques dans deux sections.

D’une part, DART n’est pas limitée aux dynamiques de phase. Il est donc intéressant de se
demander si celle-ci s’applique & des dynamiques d’oscillateurs telles que la dynamique de van
der Pol (1.43). Abandonner les dynamiques de phase est toutefois cotiteux : comment définir
une observable de synchronisation et son évolution temporelle mathématiquement ? Dans la
premiére section de cette annexe, nous discutons du probléme et nous élaborons une méthode
de réduction dimensionnelle d'une dynamique d’oscillateurs & une dynamique réduite régie par

des observables non linéaires.

D’autre part, DART ne semble pas permettre de réduire efficacement les dynamiques de phase
avec des distributions de paramétres dynamiques plus hétérogénes. A la deuxiéme section,

nous introduisons ainsi une méthode qui a le potentiel de pallier & ce dernier obstacle.

L’exploration numérique des équations réduites obtenues dans cette annexe n’a généralement
pas mené a des résultats concluants. Cela pourrait étre causé par des erreurs analytiques ou
numériques. Nous pensons toutefois que les méthodes proposées sont prometteuses et qu’elles

n’ont pas encore été exploitées a leur plein potentiel.

B.1 Observables non linéaires

A la section 2.2, nous avons introduit la réduction d’un systéme dynamique & une dynamique
de phase. En procédant ainsi, 'analyse mathématique de la synchronisation de phase devient
plus aisée. Cependant, un oscillateur réel n’est pas uniquement caractérisé par sa phase : il faut
généralement considérer les variations d’amplitude qui peuvent avoir un impact majeur sur le
phénomeéne de synchronisation. Ce probléme impose donc un retour aux systémes dynamiques

& DN dimensions.
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Heureusement, DART n’est pas limitée aux dynamiques de phase et 'utilisation des séries
Taylor suggére que 'approche est généralisable. Plus spécifiquement, ’extension naturelle de
la méthode du chapitre 3 est de conserver des termes d’ordre supérieur dans la série de Taylor.

Cependant, cette extension nous confronte & deux problémes importants.

Le premier défi est relié aux observables. Pour les dynamiques de phase, I’observable complexe
(3.8) est un choix naturel étant donné sa linéarité et son interprétation simple [sous-section
1.3.3]. Ce choix rend commode 'expression des dynamiques de phase sous une dynamique
réduite mettant en jeu les observables de synchronisation [chapitre 2-3]. Pour une dynamique
a DN dimensions, il faut trouver une observable suffisamment sophistiquée pour mesurer la

synchronisation des oscillateurs, mais assez simple pour étre manipulable mathématiquement.

Cela meéne au deuxiéme probléme. Comme introduit au chapitre 2, pour obtenir une dyna-
mique réduite, le systéme d’équations différentielles doit se fermer en fonction de I'observable
d’intérét, ce qui est rarement possible pour des observables compliquées. De plus, en gardant
des termes d’ordres supérieurs dans la série de Taylor, d’autres observables apparaissent ce
qui implique d’autres équations différentielles qu’il faut aussi fermer. Or, la fermeture de la

dynamique réduite est loin d’étre garantie.

Dans cette section, nous montrons qu’il est possible de trouver des équations réduites consti-
tuées d’observables non linéaires (d’ordre 2) dont 1'un des observables non linéaires est une
observable de synchronisation. Nous appliquons la méthode de réduction dimensionnelle ! aux

2N équations différentielles du type

iy =, (B.1)
N

i)j = F(l’j,vj) + ZAjk:G(Ujavk’)v (B~2)
k=1

ol z; est la position de l'oscillateur j, v; est la vitesse et A est une matrice d’adjacence
symétrique binaire. Le systéme (B.1-B.2) correspond & un cas plus général des systémes de

Liénard [exemple 10 du chapitre 1.

Tout d’abord, définissons les observables

N N
X = E ajri et V= g a;vj,
Jj=1 Jj=1

otta = (a;)1x N est un vecteur de poids normalisé Z;V: 1 aj = 1. Le vecteur de poids a est un cas
particulier de la matrice de réduction M du chapitre 3. Ces observables linéaires représentent

donc la position moyenne pondérée et la vitesse moyenne pondérée.

1. Notons toutefois qu’il aurait été plus raisonnable de commencer par le probléme plus simple de réduire
les dynamiques & N dimensions : &; = F(z;) + Y n_, A;xG(z;,x1). D'ailleurs, la réduction a des observables
non linéaires de la dynamique de Wilson-Cowan de la Réf. [142] semble étre la plus prometteuse.
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Afin de fermer le systéme, nous avons aussi besoin des variances

N N
X:Zaj(xj—X)Q et V:Zaj(vj—V)2,
=1 j=1

de la covariance? N
j=1
et des observables croisées
N N
Coz = Z ajAjk:(xj - X)(xk - X)7 Cov = Z ajAjk($]' B X)(Uk o V)’
J,k=1 Jk=1
N N
Cov =Y ajAjn(v; = V)(vp — V), Cow = D ajAj(v; = V)(a = X).
§k=1 Jk=1

En examinant attentivement I’équation de la variance X', nous remarquons que celle-ci définit
une observable de synchronisation. En effet, lorsque la position de chaque oscillateur est égale
a la moyenne, alors X' (t — c0) = 0 et les oscillateurs sont synchronisés parfaitement [chapitre
1]. De fagon analogue a I’exemple 15, nous utilisons I'observable exp(—X’) de sorte que lorsque

sa valeur est égale a 1, alors les oscillateurs sont synchronisés parfaitement.

En dérivant X, X et C,, par rapport au temps, nous déduisons directement les équations

différentielles fermées
X = ‘/, X == 2C et C$$ = Cgov +C’l}1“

Cependant, beaucoup plus de manipulations sont nécessaires pour extraire les équations dif-
férentielles des observables V, V, C, Cyy, Cuv €t Cyz. Afin d’illustrer la méthode, effectuons
d’abord les étapes de la réduction pour la vitesse moyenne des oscillateurs. La dérivée de V

par rapport au temps est

N N
V= Z ajF(a:j, Uj) + Z ajAjkG(vj, Ug)- (B4)
j=1 k=1

D’une part, en développant F(z;,v;) autour de (X, V) en série de Taylor jusqu’au deuxiéme

ordre, nous obtenons
F(zj,vj) = F(X,V)+ (z; - X)Fi(X, V) + (v; = V) F2(X, V)

+ = [(zj — X)?Fiu(X, V) + (v; — V) Foo (X, V) + 2(z; — X)(v; — V)*Fi2(X, V)],

N |

2. Ce sont les mesures empiriques de variance et de covariance. Nous utiliserons seulement variance et
covartance par abus de langage.
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ou les indices 1 et 2 indiquent que la fonction est dérivée par rapport au premier argument et
au second argument respectivement. Par exemple,
O*F

Fia(X, .
12( V) 8x] an (z5,05)=(X,V)

Nous continuerons d’utiliser cette notation dans la suite de la démarche afin d’alléger la nota-
tion. Cela dit, le terme F'(z;,v;) s’exprime directement en fonction des observables introduites

précédemment :
al X 1%
E CLjF(fL’j,Uj) %F(X,V)+§F11(X,V)+§F22(X,V)+CF12(X,V)

D’autre part, le développement de G(vj, vi) autour de (V, V') jusqu’au deuxiéme ordre permet
d’écrire
G(vj,vp) =GV, V) + (v; = V)G1(V, V) + (v, = V)G2(V, V)

+ % [(Uj — V)QGH(V, V) + (’Uk — V)QGQQ(V, V) + 2(’Uj — V)(’Uk — V)Glz(V, V)] s

ou il y a une dépendance selon les variables du systéme complet v; et v, que nous voulons

éliminer. Avec le degré entrant du sommet j (1.3) et le degré moyen pondéré

N N
(Kla= Y ajdu =Y ajk;,
j=1

Jk=1

le troisiéme terme de ’équation (B.4) devient

N N
D ajApG(vj,v) = (k)aG(V,V) + G1(V, V)Y ajkj(v; — V)
7,k=1 7=1
N
+Go(V,V) > ajAjp(ve — V)
jk—l
- GH v,V Za] —~V)?
N
+ G22 VV Z ]k V — ) +CUUG12(V,V). (B.5)
k;:

Pour fermer cette derniére équation avec les observables introduits précédemment, nous avons
seulement & manipuler le deuxiéme et le troisiéme terme de la derniére équation. Le second

terme s’écrit

N N
Y agkiv; = V) = ajkju; — (k)aV.
j=1 j=1
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Ensuite, en introduisant la constante &1, nous faisons I'approximation

N N
E ajkjv; = kV = k1 E a;vj,
Jj=1 Jj=1

ajk:j ~ /%1aj. (BG)

Le probléme devient donc de trouver l'expression de 41 qui minimise l’erreur a I’équation (B.6).
Un choix possible est de trouver la valeur 41 qui minimise 'erreur quadratique moyenne (MSE)
entre a;k; et A1aj. Cette étape est cruciale dans la démarche et est répétée a plusieurs reprises.

La minimisation de I'erreur quadratique va comme suit :

N

1 .
MSE = N Z (Iilaj - Cijj)Q N
j=1
N
dMSE 2 . 9 9
i =0= ~ Z (maj - ajk:j) ,
j=1
Z;V:I agkj al a? al
:>;%1:7N :Z =N 5 kjEZdjk‘j,
Zj:l a? j=1 Zj:l a? j=1

ce qui signifie que /1 est le degré moyen (k). Pour simplifier la notation, nous continuerons

toutefois d’utiliser &q.

En ce qui concerne le troisiéme terme de 1’équation (B.5), nous savons que

N N
Z CLjAjk(’Uk - V) = Z CLjAjk'Uk - <I{7>aV
Ji:k=1 j,k=1

En introduisant une constante k1, nous imposons 1’équation

N N
Z a;Ajpvj = K1V = K1 Zakvk,
Jk=1 k=1

qui est respectée exactement si le vecteur de poids a est un vecteur propre de la matrice
d’adjacence A. Pour les raisons mentionnées dans le chapitre 3 et dans la Réf. [142], nous

choisissons le vecteur propre dominant de la matrice d’adjacence. Plus explicitement,
N
ZajAjk = Kiag. (B.7)
=1

La sommation par rapport a I'index k des deux cotés de I'équation implique que k1 = (k)a,

ce qui signifie que le degré moyen pondéré? est une valeur propre de la matrice d’adjacence

3. ...ou le premier moment, ce qui justifie le choix du nom de la constante « k1 »...
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de vecteur propre a. Désormais, nous utilisons k1 plutét que (k) pour simplifier la notation.
La substitution des équations (B.6) et (B.7) dans I’équation (B.5) donne

. X 1% . 15 K
V=F+ ?FH + §F22 + CFio + k1 G + (Iﬁ — lil)VGl + ?IVGH + éVGQQ + Cpo G2,

ol nous avons négligé les arguments des fonctions F' et G, question de clarté. La démarche
précédente permet également de tirer les équations différentielles pour la variance de la vitesse

V et la covariance C, soit

YV =2CF| + 2VF, + 251 VG 4 2ChGa,
C’ =V + XF| +CFy + k1CG1 + CupGa.

Les manipulations pour déduire les équations différentielles pour les observables croisées sont
plus délicates et nécessitent 'introduction de nouvelles constantes. Nous présentons donc ces

manipulations pour l'observable C,,,. Sa dérivée par rapport au temps est

N N
Cov=>_ ajAj(t; = V(v = V) + Y ajAj(v; — V)(ir — V)

k=1 Gk=1

N N
= Z ajAjk(vk — V)F(xj,vj) + Z CLjAjk(Uj — V)F(xk,vk)
Ji.k=1 gk=1
N N :

+ Z ajAjkAﬂ(vk - V)G(’Uj, 1)[) + Z ajAjkAkl(vj - V)G(?}k,’l)l) - (l%l - m)VV.

Jsk, =1 gk, =1

ot nous avons utilisé 'approximation (B.6) et la contrainte (B.7). Traitons I’équation terme

par terme.
1. Z?fk:l ajAjk(Uk — V)F(.,”Uj, Uj) + Z;‘Yk:l ajAjk(Uj — V)F(x, vg)
Si F(zj,v) = F(X,V) 4+ (z; — X)F1(X,V) + (v; — V)F2(X, V), alors nous avons
N
> ajAjp(or — V)F(x5,05) & Cou L (X, V) + Cou Fa(X, V).
jik=1
Le développement F(x,vg) = F(X,V) + (xx — X)F1(X, V) 4+ (vxy — V)F2(X,V) et l'ap-

proximation (B.6) impliquent que

N
> ajki(v; — V)F(25,05) & (k1 — 1) VF(X,V) 4 CouF1 (X, V) 4 Cop Fo(X, V).
j=1

2. Z;‘Yk,lzl ajAjpAji (v — V)G(vj,vp)
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Avec G(vj,v) = G(V,V)+ (v; = V)G1(V, V) + (v, = V)G2(V, V), nous déduisons I’approxi-

mation
N N
Z ajAjkAjl(vk - V)G(’Uj, Ul) ~ Z ajAjkkj(vk - V)G(V, V)
7,k l=1 j.k=1
N
+ 3 @Ak (v = V(v = V)GV, V)
4.k=1
N
+ Y ajApAu(ve = V(v = V)G2(V, V).
4,k =1

Premier terme : Avec kg = Zj\f: ) ajk? = (k?)a (deuxiéme moment des degrés), nous

effectuons "approximation suivante :

N N
Z CLjAjkk‘j(Uk — V)G = Z CLjAjkk‘j’Uk — K/ZVG ~ (I%Q — KQ)VG,
J,k=1 J,k=1
N
ZajAjkkj = (,“ij‘?- ~ I%gaj, (BS)

k=1
ol ko est une constante. La minimisation de la MSE permet de conclure que

N
Z] 1 ?kyz _

Z“J
Z] 1 ]

soit le deuxiéme moment (k)5 du degré pondéré par a

Rg =

Deuxiéme terme : Nous introduisons une constante é et nous faisons les approximations

N
Z CLjAjkk'j(Uk — V)(Uj - V)Gl ~ 0CyyG1,

7,k=1
ajAjkk:j ~ (5ajAjk. (Bg)

Pour des réseaux binaires, la minimisation de la MSE implique que
N 242 a2k2 -
D jk=1 5 A5k _ Y a3k K2

5 = _ L=l a5 _
a2 A2 a2 Lo
Z]k 1 ]A]k Zg 1 jk k1

Troisiéme terme : En introduisant la constante 75, nous voulons que
N
> ajAgAj(vy — V) (o = V)Ga & 70CuuGa,

3k l=1
(B.10)

N
E a;AjpAj = ToaAy,.

J=1
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La minimisation de la MSE implique 1’équation

S i1 AR Aj A SN ajaAn(A%);

TO = =

a2 a2 ’
Zjlyk Zjljk

ou A?k = Aj;, pour tout j, k.
3. Z;Yk,lﬂ a;AjpAp(v; — V)G (v, )

Le développement de G en série de Taylor jusqu’au premier ordre conduit & ’approximation

N N
D A Ap(v; = V)Gog,v) & > ajAjeki(v; — V)G(V, V)
3kl=1 Jk=1

N
+ ) ajApki(v; — V) (v — V)G1(V, V)
g.k=1

+ Z ajAjkAkl(vj — V)(vl — V)GQ(V, V)

j7k7l:1
Premier terme : Avec k? = Z;‘Yk:l a; Ajiky, nous avons que
N N
Z ajAjkkk(vj — V)G = Z ajAjkkk”ujG — K%VG ~ (6 — K%)VG,
jk=1 jk=1
ZajAjkkk =~ €aj, (Bll)

ce qui implique que

ij 145 Aykkk .2
Hl.

= = B.12)
N (
Zj:l a?
Deuxiéme terme : Des approximations
N
Z ajAjkkk(Uj — V)(Uk — V)Gl =~ nCWGl,
Jk=1
ajAjkkk ~ najAjk, (B13)

il s’ensuit que
a; 2A kg
0= L1 44, = A1, (B.14)
Z] 1 jk

N 1s 4 2 _ . _ 2
ol nous avons utilisé Aj,C = Ajj, et 'équation aux valeurs propres Z =1 ajA ik = Aag. En

sommant cette équation aux valeurs propres par rapport a 'index k nous constatons que

A = 1. Substituer ce résultat dans la premiére égalité de I’équation (B.14) donne n = Ry.
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Troisiéme terme : Ce terme s’écrit approximativement comme

N
> ajAjAw(v; = V) (v = V)Ga = 70,CuGa,

k=1
N
ZajAjkAkl ~ ToajAjl~ (B15)
k=1
Par minimisation de la MSE,
N 2
- as A A Ags
T = z]’k’l LRk l]. (B.16)

ZJIJZk

Le regroupement des termes précédents permet d’écrire

Cow = (R1 — m)V(F — V) 4 (Caw + Co) Fy + 2Co o
+ (/%2 — K9 + R — Rl)VG + (HQ/Iﬂ + I€1) CouG1 + (TQ + TQ)CWGQ

En appliquant une démarche similaire pour les observables croisées Cyy, et Cyy, nous concluons
que les équations différentielles du systéme réduit sont
X =1,
) X y . k1 K1
V=F + EFH + §F22 + CF12 -+ /€1G + (/ﬂ — K}l)VGl + ?VGH + 3VG22 + CUUGlg,
X =2C,
V = 2CF, + 2VF, + 2k, VG + 2C,,Go,
C=V+XF +CF + #1CG1 + CpGo,
Cxx = C:cv + C’Uita
va = (/%1 - Rl)V(F - V) + (va + Cva:)Fl + 2vaF2
+ (R — ko + /2 — KOV G + (ha/k1 + #1) CouG1 + (70 + 7)) Cou G,
Cov = (1 — £1)X(F = V) + Cou Pt + Co F2 + (f%1 — £1)XG + #1Ce0G1 + T0:Cru G,

C C + meFl + CvxF2 + ("f2 - KQ)XG ‘|' Cval + TQCvaQa
avec les quantités

— i a .kL _ Z‘;\fl 1 ajalAjl(A2)jl oy = Z;\,[k,l 1 a’?AjkAklAlj
- 750 , =
Z] 1 ?k ZJ 1 j2k

Ty =

)

ou ¢ € {1,2}. Il suffit de remplacer a; par a; = ajz/ Zjvzl a? pour obtenir les constantes &,.

Ainsi, la dynamique compléte (B.1-B.2) & 2N dimensions se réduit a un systéme d’équations

différentielles & 9 dimensions.
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Exemple 30. Considérons les équations de van der Pol (1.43) avec un couplage réactif nul,
on N
. . 2 2 D
ij=v; et U;=-wzj+ (b—cxi)v;+ N X;Ajk(vk — vj),
=

ol nous avons introduit les constantes réelles b et ¢ afin de pouvoir faire varier la grandeur
des termes v; et at?-vj séparément. Pour cette dynamique, des expériences numériques avec la
réduction & des observables linéaires ne donnaient pas de résultats satisfaisants. Nous avons
donc appliqué la réduction & des observables non linéaires, ce qui implique le systéme suivant :

X =V,

’ 2 2 oD /.

V=-wX+b-—cX’)V—-cXV —-2cCX — W(’ﬂ — K1)V,

X =2C,

y 2 2 20p .
V=-2C(w*+2cXV)4+2V(b—cX*) — T(mv — Cy),
C=V— X(w?+2XV)+Cb—cX?) - "FD(/%lc — Cov),

Cmc - C:t:v + C’U:Ea
Cow = (A1 — K1)V (—cXV ~ 200X — (- m)v) — (Co + Cop) (W2 + 2XV)
+2Cp(b— eX?) — UWD (Ro/f1 + f1 — (15 +70)) Cows

Cov = (R1 — K1) X (—cxv —2¢CX — %(/%1 - m)v) — Cop(w? + 2¢X V)

(o)

+ Coo(b— cX?) — WD(/%l — 70)Cao,

. o K
Cow = Cop — Coa(w? + 2eXV) + Co (b — ¢ X?) — WD (; - T@> Cos-
1
Pour une réduction de la dynamique de van der Pol & des observables lincaires, les termes
non linéaires —cX'V et —2cCX sont absents de I'équation pour V et les équations de X a
Cyz ne sont pas considérées. Pour 'oscillateur harmonique, b = ¢ = 0, le systéme se réduit a
X =V,
V= —w?X — 22 (&) — ky)V.
N 9
X =2C,
. 20
V=202 — TD(mv — Cu),

C =V - w2X - UWD(I‘%IC - va)a

C:vx = Cx'u + Cvza

Cop = —w?(Coo + Cox) — %D (Ro/i1 + f1 — (T + 7)) Cop — %D(fn — 1)2V2,
5 0D , . 0D , .

CJ:U = _W2Ca::v - W(’il - TO)C.Z’U - W(Kl - 51)2X‘/7

. o K
Coz = Cov — W2sz - WD <A2 - TO) Coz-
K1
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L’analyse de la matrice jacobienne de ces derniéres équations révéle que la dynamique réduite
de T'oscillateur harmonique posséde un centre tout comme la dynamique compléte. Notons

aussi 'indépendance des équations pour X et V par rapport aux observables non linéaires.

Etant donné la relativement grande quantité d’équations réduites et de termes en jeu dans la
réduction & des observables non linéaires, il est intéressant d’identifier les relations entre les
observables, c’est-a-dire les dépendances entre les équations différentielles. Afin de représenter
ces relations, nous définissons des graphes dirigés tels qu'une aréte d’une observable x vers
une observable y signifie que ’équation différentielle pour y dépend de x. Nous appelons ces
graphes, des graphes d’observables. Pour les équations de van der Pol dans I’exemple précédent,

le graphe d’observables est le suivant :

FI1GURE B.1 — Graphe d’observables pour la dynamique de van der Pol. Les traits sans fleche sont
des arétes non dirigées (z dépend de y et vice-versa).

Ce type de graphe est utile pour mieux visualiser les dépendances, mais aussi pour identifier
des erreurs potentielles dans la méthode de réduction. Effectivement, I'intuition que nous avons
des relations entre les observables peut nous guider vers les failles de notre modéle réduit, ce
qui apparait plus clairement dans un graphe d’observables. De plus, les propriétés du graphe
(la distribution de degrés, par exemple) permettent de discerner les quantités centrales dans
la dynamique réduite . Finalement, le graphe est aussi utile pour retracer des erreurs dans les

expériences numeériques.

4. Nous aurions pu mettre des poids au graphe d’observables, ce qui changerait la centralité de certains
observables. Il pourrait y avoir une trés petite quantité e qui relie deux observables.
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B.2 Observables avec poids dynamiques

Un des problémes majeurs de DART est que la matrice de parameétre dynamique W et les
matrices reliées & la structure, soit la matrice de degrés K et la matrice d’adjacence A, ne
partagent généralement pas la méme base de vecteurs propres. Cela exige alors de faire des

compromis sur la satisfaction des équations de compatibilité telles que définies au chapitre 3.

Afin d’approcher ce probléme, concentrons-nous sur la réduction de la dynamique complexe &

N dimensions du modéle de Kuramoto,
o X
2 =iw;zj + IN ;Aﬂg [z — zjzk} . (B.17)
Tout d’abord, introduisons I’observable complexe
N
Z = Zaij, (B.18>
j=1

oll @ est le vecteur propre dominant de la matrice d’adjacence®. Ce choix de vecteur a im-
plique toutefois qu’aucune information sur les fréquences naturelles n’est contenue dans 1’ob-
servable Z. Dans le formalisme du chapitre 3, cela signifie que a n’est pas un vecteur propre

de W et que I'équation de compatibilité pour W n’est pas satisfaite.

Il est intéressant de se demander l'effet d’ajouter des observables dont les poids dépendent
des paramétres dynamiques du systéme. A cette fin, nous nous sommes inspirés et nous avons

généralisé 'approche de la Réf. [56]. L’idée est d’introduire les observables

N
_ e
Y, = g ajwije;,
j=1

oue =z —Zetle{l .., L} 1<L < oo Nousavons ainsi introduit L + 1 observables.
Pour réduire la dimension du systéme complet (B.17), il est nécessaire que L +1 < N. La
particularité de cette approche est la définition des L observables Yy, représentant des moyennes
pondérées par rapport a la structure (a) et la dynamique (w’). C’est en suivant 'évolution
temporelle de cette quantité que nous espérons pouvoir prédire celle de la dynamique compléte

avec des fréquences plus hétérogénes (ou plutdt, moins corrélées avec la structure).

En suivant une approche similaire & la derniére section® et au chapitre 3, nous obtenons
aisément la dynamique réduite pour Z. Il est toutefois plus ardu de fermer les équations pour

Y,. Dans ce cas, nous effectuons une approximation qui est plus subtile, soit

N
Z ajwaijk = O,WEAZ ~ 14 + neYo, (B.lg)
J,k=1

5. Nous définissons le vecteur ainsi considérant les arguments de la derniére section, de la référence [142]
et du chapitre 3.

6. Rappelons que c’est la fonction complexe H(zj, Zj, 2k, Zk) = o[zk — zfzk]/N qui est holomorphe et qui
peut étre développée en série de Taylor [et non H(z;, zx)].
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ou W = diag(w1, ...,wn). La raison qui justifie ce choix est qu’il n’est pas évident a priori de
savoir si ce terme est relié a I’observable Z ou Y;. Nous avons donc recours & une combinaison
linéaire des deux observables”. La solution qui minimise I'erreur quadratique moyenne entre
le coté gauche et le coté droit de 1'équation (B.19) est

a
(7e ?76)1x2:a,W€AQJr avec Q = . ,
aW 2xX N

oll + est la pseudo-inversion de Moore-Penrose et nous avons indiqué la dimension des matrices
pour éviter toute confusion.

La suite de la procédure est similaire a ce qui a été expliqué précédemment et méne aux

équations réduites

7 =ilw)Z +iY1 + %[/{Z — (2 — k) 227, (B.20)
Vo =i (W) = @) (') Z+i (Yerr — (@971) (B.21)

+ 5% [(Tg — m(we>> (Z - ZZ%) + (1 - sz] — 26922y,

ol nous avons défini les moyennes pondérées

N N N N
V4 _ . V4 _ k o CL? k ! CL?(AJ?Z k
(") = ajwy, K= jrg, k= ZN o s ke = ZN 2 o0t
j=1 j=1 j=1 24j=19j j=1 2uj=14W;

Il est intéressant de remarquer que I’équation différentielle pour Z dépend de Y7 et non des
observables Y, pour £ > 1. Nous remarquons toutefois que I’équation pour Y; n’est pas fermée,
car I’équation pour Yy, dépend de Yz 1. En considérant que ijHej < 1 pour tout j, Y11 < 1
peut étre négligé, ce qui ferme le systéme d’équations. Pour L = 1 et en retirant les indices,

nous déduisons le systéme

7 = i(w)Z +iY + %[/{Z — (2 - K)ZZ7, (B.22)
Y =i02Z — i{w)Y + % [(r = k(W) (Z = Z2%) + (1 - Z22)Y] —2+'Z2Y,  (B.23)

oit 02 = (w?) — (w)?. Contrairement & la méthode de réduction sans I'observable Yy, la variance
de la distribution des fréquences o2 apparait dans les équations, ce qui laisse présager de

meilleurs résultats lorsque la distribution des fréquences est dispersée.

7. En rétrospective, nous remarquons que si a est un vecteur propre de W*A, alors seulement Z intervient.
Cependant, si aW?* est un vecteur propre de A, alors seulement Y intervient.
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